PREDHOVOR

Tato kniha by pravdepodobne neuzrela svetlo sveta nebyt pandémie COVIDu-19 v ro-
koch 2020-2021. Matematickt logiku som sice prednasal davno predtym a k prednaskam
som napisal rad poznamok, ktoré som spociatku rozdaval studentom na prednaskach vo
forme hand-outs a neskor ich spristupnil na sieti v elektronickej podobe. Poznamky
som priebezne upravoval, dopliial a rozsiroval, ale spracovat ich do kniZnej podoby som
nemal v plane. Je predsa tolko vynikajicich ucebnic logiky vSeobecne a matematickej
logiky zvlast... Napriek tomu som ziadnu z nich nepouzival ako jediny zdroj, hoci som
sa inSpiroval mnohymi. Spravidla vSak boli na moj vkus prili§ obsiahle alebo pretazené
technickymi detailmi, zbyto¢nymi pre Studentov, ktori sa logike nechct blizsie venovat.
Takto som sa pri vybere tém citil volne a mohol ho zakazdym mierne modifikovat podla
zaujmu Studentov. NavySe som materiadl prvého semestra zvykol na jesen prednasat po
slovensky sStudentom odboru Matematika a na jar, v trochu zjednodusSenej podobe a
s menej dokazmi, po anglicky studentom odboru Kognitivna veda. Slovensky kurz mal
pokracovanie aj v jarnom semestri, anglicky bol jednosemestrovy.

COVID vsak vSetko zmenil. Samého ma zaskocilo akl zmenu (samozrejme k horsiemu)
prinieslo nahradenie prednasok v triede s osobnym kontaktom s poslucha¢mi pred-
naskami online. Aby som tucinky tejto zmeny aspon ciasto¢ne eliminoval, zacal som
si pripravovat uceleny text ¢leneny na casti zodpovedajice podla moznosti jednotlivym
prednéskam a drzat s nimi krok na tyzdennej baze. Text som vzapéiti daval posluhdc¢om
k dispozicii v elektronickej podobe. Takto v priebehu jari 2020 vznikol prvy nastrel tejto
knihy. Sticasne som totiz pisal anglick verziu prvej ¢asti kurzu (venovani vyrokovému
poctu, logike prvého radu a Godelovym vetdm o nedplnosti) a slovenskt verziu druhej
Casti (venovani vybranym kapitolam z tedrie modelov). Pocas jesene 2020 a jari 2021
som obe ¢asti vlastne uz len upravoval a doplial. Rozhodnutie dopracovat sériu takto
vzniknutych materidlov do kniznej podoby v dvoch jazykovych mutaciach vo mne dozrelo
az na jesen 2021. Zaroven som pojal domyslavy zamer odlisit svoj text od viéSiny ma-
tematicky koncipovanych ucebnic logiky zaradenim dvoch tvodnych kapitol venovanych
predmetu a vyznamu logiky a jej postaveniu v sustave vied a struénému prehladu de-
jin logiky, ktory by ju predstavil ako neodmyslitelnt a neprehliadnutelnt stcast Iudske;j
kultary.

Obsah knihy nesie peéat okolnosti jej vzniku. Ci to uz budeme povazovat za vyhodu
alebo za cnost z nudze, rozsah knihy je zna¢ne obmedzeny, takZe sa d& bez problémov
predniest v dvojsemestralnom kurze. Vyber tém iducich nad rdmec povinnych stucasti
(vyrokovy a predikatovy pocet) odraza zaujmy a vkus autora. Nemalo by preto pre-
kvapit, Ze viacero délezitych tém tu ¢itatel nendjde. Len ndmatkovo spomenime logic-
ké obvody, neklasické, modélne a viachodnotové logiky, tedriu vypocitatelnosti, teériu
zlozitosti, viaceré sucasti tedrie modelov, atd. Ako v8ak uz zaznelo, ,je predsa tolko
vynikajucich uéebnic logiky vSeobecne a matematickej logiky zv1ast...“ Ak sa chce ¢itatel
dozvediet o niektorej zo spominanych i nespominanych, v tejto knihe spracovanych i
nespracovanych tém viac, mé si z ¢oho vyberaf. Nejaké tipy ndjde v zozname literatiry,
no nemusi sa nechat nim obmedzovat.



1 PREDMET LOGIKY A JEJ POSTAVENIE V SUSTAVE VIED

Slovo logika mdZe v zavislosti na kontexte nadobudat rozne vyznamy. Tieto vyznamy sice
navzajom suvisia, no urcite nie si totozné. Vo volnom a v beZnej rec¢i ¢asto pouzivanom
vyzname logikou rozumieme cosi ako vnutornu struktiru, skoér tusenii nez zjavna, ktora
vSak danej veci (zalezitosti), vykladu nejakého stboru javov, tej ktorej oblasti poznania
¢i argumentacii dava zmysel alebo zan preberad zaruku. Naopak, jej narusenim sa tento
zmysel vytraca a jej absenciou ¢i popretim sa prevracia v nezmysel. Takto zvykneme
hovorit o logike veci, logike zdkona, logike vyjvoja, logike deja, logike konfliktu, a pod.
Tento vyznam byva do znacnej miery upresneny v kontexte vedeckych teorii, najma ich
deduktivnych stcasti. Logika tu splyva so siborom metodologickych zasad budovania
takychto tedrii, ¢o o.i. zahfnia analyzu ich vychodzich principov, metéd spracovania
experimentalnych dat a faktov, formulaciu hypotéz a metddy ich overovania.

V trochu SpecifickejSom vyzname je logika stiborom pravidiel a zasad spravneho
myslenia, usudzovania a odvodzovania, ktorymi je potrebné sa pri tychto ¢innostiach
riadit a ktorych dodrziavanie zaruc¢uje ich spravnost. Naopak, ich narusSenie je varovnym
signdlom poukazujicim na chyby v tom ktorom tsudku. Treba vSak upozornit, Ze sprdv-
nost nie je to isté ako pravdivost. Logicky spravna tivaha vedie nevyhnutne k pravdivému
zaveru, len ak vychadza z pravdivych predpokladov. Na druhej strane, k pravdivému
zaveru mozno neraz dospiet aj logicky spréavnou tvahou vychadzajicou z nepravdivych
predpokladov, ako aj logicky chybnou tvahou bez ohladu na pravdivost vychodzich
predpokladov.

Logika sa tak stava vedeckou disciplinou na pomedzi filozofie, metodolégie vedy,
jazykovedy a (pretoZze hojne vyuziva matematické metédy a postupy) aj matematiky,
s dolezitymi uplatneniami v oblasti prava a spitne v matematike. Pre ti¢ely nasho kurzu
vSak logiku budeme chapat v nasledujicom eSte uzSom vyzname:

Logika je normativna vedecka disciplina, ktord skuma formu, struktiru a zdkony
spravneho (t.j. logického) myslenia a usudzovania, tak ako sa prejavuji v jazyku,
¢t uZ hovorenom alebo pisanom, abstrahujuc pritom od obsahu konkrétnych mys-
lienok a usudkov.

Tento ,slogan” si vSak vyzaduje podrobnejsi komentar.

Zo skusenosti vieme, Ze myslenie a usudzovanie sa moézu uberat po cestdch rozumu
i po cestach nerozumu, ze mozu byt plne logické, menej logické aj celkom nelogické.
Svedcia o tom napr. ¢asto pouzivané posmesné az politicky nekorektné vyrazy ako Zen-
ska logika, vojenskd alebo policajnd logika a pod. Ak je vSak myslenie nelogické, tym
horsie pre myslenie. Podobne, chybny (nelogicky) tisudok nevyvracia logiku, ale logika
vyvracia takyto isudok. Poslanim logiky tak nie je empricky popis roznych podob mysle-
nia a usudzovania, ale stanovovanie a formulacia noriem zarucujicich ich spravnost.
Hovorime, zZe logika plni voci jazyku a mysleniu normativnu funkciu.

Citatel si iste v§imol vyskyt adjektiva logicky nasom vymedzeni logiky ako vedecke;
discipliny, ¢o v iom mohlo vyvolat pocit, Ze sa tak trochu motame v logickom kruhu. Nuz,
nemienime to zakryvat. Autor otvorene priznava, Ze bez istej znalosti logiky, presnejsie



bez schopnosti logicky uvazovat, sa logika vysvetlit ani Studovat neda. Bude teda pred-
pokladat, Ze jeho citatelia ¢i posluchaci uz vedia logicky mysliet aj logicky argumentovat,
a nemd v umysle ich to uéit, ale naopak, bude to od nich vyzadovat. Na druhej strane
vsak $tudium logiky, zahfnajice zvedomenie si a reflexiu principov logického myslenia a
usudzovania, tieto schopnosti nepochybne rozvija a kultivuje.

Pristavme sa na chvilu pri otazke vztahu logiky a jazyka. Hoci myslenie sa myslenim
v jazyku pravdepodobne nevycerpéava — jeho sticastou su totiz i rozne obrazy a neverbalne
predstavy, neurcité tuSenia a vhlady, ako aj rozne nélady a emdcie — jednako, ak sa
chceme o obsah ¢ vysledky svojho myslenia podelit s inymi ludmi, musime im ich nejako
zdelit ¢ize skomunikovat. Najefektivnejsi nastroj komunikécie, akym disponujeme, je nas
jazyk, ¢i uz v jeho hovorenej alebo pisanej podobe. Komunikacia v jazyku si vsak od nas
ziada dodat jazykova podobu aj tym zlozkdm nasho myslenia, ktoré ju povodne nemali.
Samozrejme, je tu i moznost vyjadrit sa prostriedkami hudby alebo vytvarného umenia,
pohybom a tancom, ¢i gestami a mimikou, a tu (s vynimkou posunkovej reéi) je logika
kratka. Kratka je aj na mnohé podoby literarnej tvorby, najmi na poéziu, no nielen
na nu. AvsSak uvahy, v ktorych na zaklade nejakych prijatych vychodzich predpokladov
logickou argumentéaciou (zase ten bludny kruh) vyvodzujeme nejajé zavery, prebiehaji
plne, i ked nie vyluéne v jazyku (v hovorenom prejave totiz hraju ist lohu aj intonécia,
gestd a mimika) a spadaju do kompetencie logiky.

Napokon si skiisme objasnit, ¢o to vlastne znamené abstrahovat od obsahu jednot-
livych myslienok a tsudkov a sustredit sa vyluéne na ich formu. Je také nieco vobec
mozné? Snaha vidiet v roznorodych javoch ich obsah a formu a tieto dve zlozky od
seba oddelovat tkvie hlboko v tradicii eurépskeho myslenia. A hoci je do velkej miery
umela, ma zaroven znac¢ny podiel na tispechoch zapadnej civilizacie na poli filozofickom,
vedeckom a v kone¢nom désledku aj technickom. Umoziiuje ndm totiz rozstiepit v mys-
leni vnimany tsek skutoc¢nosti na dve zlozky, ktorym pripisujeme rozlicné tlohy, totiz
na obsah a formu. Potlacenim obsahu dostavame znacne zjednoduseni vyprazdnent
formu nejakého javu, ktort mozno lahSie podrobit mySlienkovému skiimaniu. Navyse
takato abstraktnéd forma sa moze vyskytnat aj v inej oblasti javov a umoznit, aby bola
naplnend novym obsahom. Vdaka tomu sa moéze podarit preniest na tito oblast poznatky
ziskané v povodnej oblasti. To prispieva k univerzalnemu charakteru eurdpskej vedy a
tvori jeden zo zakladnych pilierov redukcionizmu, ktory patri k vedicim metodologickym
principom vedeckého skiimania. Taktiez to umoznuje siroké uplatnenie matematickych
metéd a naopak, vytvara podnety pre dalsi rozvoj matematiky.

Filozoficky problém oddelitelnosti formy a obsahu sa v rozvinutej podobe po prvykrat
vynara v antickom Grécku v suvislosti s klasickou geometriou. Niektoré rovinnné, pri-
padne priestorové utvary nds zaujma svojim tvarom, najméi jeho jednoduchostou a
symetriou. Tieto tvary dostali osobitné pomenovania. V rovine k nim patria najméa troj-
uholnik (s roznymi privlastkami ako rovnostranny, rovnoramennsyj, pravouhly), obdlznik,
Stvorec ako jeho Specidlny pripad, dalej kruh, pravidelny pdtuholnik, pravidelny Sestuhol-
nik, atd. V priestore su to predovSetkym tzv. platonske telesa, Cize pravidelny Stvorsten,
kocka, osemsten, dvandststen a dvadsatsten, a tiez gula, pyramida ¢ize Stvorboky ihlan,
atd. Mnohé z tychto tvarov sa zaroven ukazaju ako ucelné a ziadice v réznych oblas-
tiach praktickej ludskej ¢innosti: pri vymeriavani pozemkov, stavbe obydli, chramov a



palacov, v réznych remeslach, a pod. Pritom tieto tvary samotné, a eSte vacsSmi domy-
selne skombinované pdsobia na nase estetické citenie, a hraji preto doélezitii ilohu vo
vytvarnom umeni (v malbe i v sochérstve) a v architekture.

Okrem toho vytvory ludskej ¢innosti vyuzivajicej spominané tvary sa spravidla tym
dokonalejsie, ¢im presnejSie a dokonalejsSie sa im dari dosiahnut ¢ napodobnit prislusny
tvar. So snahou o dokonalost prichddza aj uvedomenie, Ze absolutna dokonalost je, aspon
pre Tudského tvorcu, nedosiahnutelna. Cisté a dokonalé geometrické tvary sa tak osamo-
stattiuja a stavaji sa nedosiahnutelnym idedlom. Osamostatiiuje sa aj geometria ako
veda skiimajica prave tieto osamostatnené idealne tvary. Zaroven sa zoznam idealnych
geometrickych tvarov rozrastd o dalsie realite eSte vzdialenejSie objekty: k nim patria
predovsetkym body, t.j. akési najmensie mozné miesta v rovine alebo v priestore zbavené
akejkolvek rozlahlosti, a priamky resp. usecky, ¢ize dokonale rovné ¢iary bez akejkolvek
hrubky.

Uvedeny vyklad, podla ktorého idedlne geometrické objekty si vytvorom Iudského
intelektu a maju svoj pévod v skisenosti a praktickej Tudskej ¢innosti, sa niesol v duchu
Aristotelovom. Je vSak tiez mozné prijat stanovisko zastavané Platénom, podla ktorého
idealne geometrické objekty maji samostatni existenciu a pobyvaji v idedlnom geomet-
rickom svete (niekde na polceste medzi materidlnym svetom a svetom ¢istych idei), ktory
vo svojej existencii predchadza pozemsky materidlny svet. Idedlne geometrické objekty
ten ktory materialny objekt svojim tvarom napodobiiuje prislusny idealny tvar. Cistota
idealneho geometrického objektu je vsak v jeho pozemskom uskutoc¢neni vzdy viac ¢i
menej ,,zaspinend“ jeho obsahom, presnejsie jeho materialnou néapliou, a len tak pove-
diac cez nu ¢i spoza nej presvita.

Pre potreby nasho kurzu nezalezi na tom, ktorému z uvedenych dvoch vykladov dame
prednost. Délezité je si uvedomit, ze antickd geometria dokazuje moznost myslienkového
oddelenia formy a obsahu Sirokej triedy javov. Pritom geometria uz vo svojej povodnej
antickej podobe, a o to viéSmi vo svojich dalsich vyvojovych stadidch, je vyreénym a
nespochybnitelnym dokladom plodnosti a tspesnosti takéhoto pristupu.

Ako budeme mat moznost eSte viackrat uvidiet, podobné oddelenie formy od obsahu
pripusta aj logika. NavySe v porovnani s geometriou je toto oddelenie konceptuélne
podstatne jednoduchsie a nenastoluje analogické problémy metafyzickej povahy. To je
umoznené najméi symbolickym zapisom inSpirovanym matematikou, ktory poskytuje
konkrétnu reprezentaciu logickych foriem. Ukézme si na jednoduchom priklade, ¢o tym
mame na mysli.

Jeden zo znamych sylogizmov sa zvykne ilustrovat tvahou:

Vsetci ludia su smrtelni.
Sokrates je clovek.
Preto Sokrates je smrtelny.

Prvé tvrdenie sa zvykne nazyvat aj velkd premisa, druhé mald premisa a tretie zdver.
Uvedomme si, Ze zaver vyplyva z premis s logickou nevyhnutnostou. Spravnost uvedene;j
uvahy sa nezakladd na empirickom dokaze Sokratovej smrtelnosti, ktory bol podany
vykonanim rozsudku odsudzujticeho ho na trest smrti vypitim case odvaru z bolehlavu.
Rovnakt formu ma aj nasledujica tavaha:



Vsetci krali su kone.
Alexander Velky bol kral.
Preto Alexander Velky bol kon.

Hoci je svojim sposobom absurdné, aj tato tvaha je logicky spravna, i ked jej zaver je
o¢ividne nepravdivy. Dalsia ivaha podobného typu:

Vsetci krali su kone.

Alexander Velky bol kor.

Preto Alexander Velky bol kral.

vSak logicky spravna nie je, lebo jej zaver — hoci je pravdivy — z jej predpokladov nevy-
plyva. Na druhej strane, dalsia absurdné uvaha

Vsetci krali su kone.
Alexander Velky nebol kori.

Preto Alexander Velky nebol krdl.
je logicky spravna, i ked jej zaver je nepravdivy (rovnako ako jeden z jej predpokladov).
Podobny charakter maja aj nasledujice dva logicky platné usudky:
Vsetci Gréci si ludia.
Vsetci Aténcania su Gréci.
Preto vsetci Aténcania si ludia.

pripadne
Vsetci Spartania su udatni bojovnici.
Niektori Gréci su Spartania.
Preto niektor? Gréci su udatni bojovnici.

Nebolo by fazké uviest dalsie priklady logicky platnych tsudkov spadajicich pod rov-
naké schémy ako dva posledné. Ich forma vSak spoza jednotlivych prikladov iba presvita.
Jej pochopenie sa dosahuje ilustrovanim na dostato¢nom mnozstve vhodnych prikladov.
U Aristotela sa vSak po prvykréat v histérii, vdaka pouzitiu subjekt-predikatovych pre-
mennych, vyndara jej explicitnd podoba, napriklad:

Vsetky M su P.

Vsetky S su M.

Preto wvsetky S su P.

pripadne
Vsetky M su P.
Niektorée S je M.
Preto niektoré S je P.

Stredny ¢len M vystupuje v oboch premisach, v prvej hra tlohu subjektu, v druhej
tlohu predikatu a zavere sa nenachadza. Clen P sa vykytuje v prvej premise a v zavere,
pricom v oboch hra tlohu predikatu; ¢len S sa nachddza v druhej premise a v zavere,
v oboch v tlohe subjektu.

Podobné formy sa objavuju v logike stoickej skoly; v nich tlohu vyrokovych premen-
nych preberaju radové ¢islovky:



Ked prvé, tak druhé.
Ale prvé.
Preto druhe.

pripadne

Ked prvé, tak druhé.
Ale nie druhé.

Preto preto nie prve.

S vyuzitim moderného symbolického jazyka, ktory sa vSak vyvinul az v priebehu 19.
a 20. storo¢ia, mozeme formy uvedenych tisudkov zachytit velmi jednoduchym a zéroven
prehladnym sposobom. NavySe pritom dokadzeme odlisit formu prvych dvoch platnych
usudkov o Sokratovi resp. o Alexandrovi od formy tsudku o Grékoch a Aténcanoch.
Nech P(z), Q(z), R(z) oznacuju lubovolné vlastnosti (predikaty) premenného objektu
x a a oznacuje lubovolny konkrétny objekt. Potom nasledujtce tusudky su logicky platné:

(Va)(P(z) = Q(z)) (Va)(P(z) = Q(z))
P(a) —Q(a)

Preto Q(a) Preto = P(a)

(Va)(P(z) = Q(z)) (Va)(P(z) = Q(z))
(Va)(R(z) = P(x)) (F2)(P(x) A R(x))

Preto (Vz)(R(z) = Q(x)) Preto (3z)(Q(z) A R(x))

Na zaver si eSte vyjasnime, ako chapaf slovné spojenie matematickd logika. Logika
moze byt matematickd v zasade v dvoch vyznamoch: jednak metédami, ktoré pouziva,
jednak svojim predmetom. Logika moézZe analyzovat rozne fragmenty prirodzenych ¢i
umelych jazykov, ktoré takuto analyzu priptastaja. Pri tom jej moézu v roznej miere
posliazit matematické metédy, napr. symbolickd reprezentécia jednotlivych jazykovych
objektov alebo ich tried a modelovanie vztahov medzi nimi matematickymi prostried-
kami. Tie spravidla umoznuji spracovanie pomocou vypoctovej techniky. V tomto zmysle
casto pouzivame terminy ako formadina logika alebo symbolicka logika. Prikladom takejto
logiky je vyrokovy pocet, ktorym nase Stadium matematickej logiky za¢neme.

Predmetom logiky sa vSak mozu stat aj jazyky matematickych tedrii, analyza ich
deduktivnej vystavby a vztah medzi symbolikou v nich pouzivanou a vyznamom, aky
mozu prislusné symboly nadobudat. Sotva niekoho prekvapi, Ze préave jazyky mate-
matickych tedrii, vdaka vysokému stupiiu presnosti a jednoznacnosti, st na podobni
analyzu obzvlast vhodné. Takato logika je potom matematickéd svojim predmetom. Rov-
nako neprekvapi, ze tato logika zaroven hojne pouziva matematické metédy. Je to teda
logika matematicka tak svojimi metédami ako aj svojim predmetom. Uvidime, ze takato
,dvojnasobne matematickd“ logika nielenze prinasa zjednocujici pohlad na roézne oblasti
matematiky, no neraz ich aj obohacuje o nové metody a zaujimavé matematické poznat-
ky. Poc¢inajuc kapitolou o logike prvého rddu sa budeme venovat préve takejto logike.



Znacenie a jeho Struktiru v symbolickom jazyku ucene nazyvame syntaz. Priradovanie
vyznamu symbolom a ich konglomerdtom je népliiou sémantiky. Prave skimanie vztahu
medzi syntaxou a sémantikou bude kltcovou témou ako aj jednotiacim prvkom $tudia
roznych odvetvi matematickej logiky v nasom kurze.



2 TROCHA HISTORIE

Vopred upozornujeme ¢itatela, Ze nas struény prehlad dejin logiky si nijako necini narok
na tplnost a autor si je vedomy toho, Ze by bolo mérne sa o také nie¢o pokusat. Nase
ciele st podstatne skromnejsie: aspon kaleidoskopicky predstavit logiku v jej vyvoji
ako stucast podnes zivého prudu eurdpskej kultiry a vzdelanosti prameniaceho v ¢asoch
dévno minulych a vintceho sa Iudskou histériou az do stucasnosti.

2.1 Starovek

Logika — podobne ako klasicka geometria — je jednym z plodov gréckeho zazraku. Zarodky
logiky sice mozno najst aj v mysleni starovekej Ciny a Indie, ale ani zdaleka nedosahujt
uroven, na aku bola logika povznesend v antickom Grécku. Samotné slovo logika je
odvodené z gréckeho slova logos (Aoyos), ktoré znamené jednak slovo, jednak reé, no
taktiez usporiadanie ¢i poriadok (Cesky 7dd) ako opak chaosu, ¢i dokonca princip tvoriaci
svet jeho vymanenim z chaosu. V podobnom vyzname je slovo Slovo pouzité aj v ivodnej
vete Janovho evanjelia, ktoré celé nesie zretelnt pecat helenistického vplyvu: Na pociatku
bolo Slovo, to Slovo bolo u Boha, a to Slovo bolo Boh.

Logika ako uvedomeld stcast Tudského poznania reflektujica prejavy Tudského mysle-
nia v jazyku v8ak nemohla vzniknat skor, nez sa myslenie a jazyk stali logickymi. Inak
povedané logika sa najprv musela konstituovat v ramci jazyka ako té ,,vnitornd Struk-
tura, skor tuSend neZ zjavnd, ktord vSak danej veci [...], ¢ argumentdcii ddva zmysel
alebo zar preberd zdruku,“ a aZz potom mohla byt objavovana a postupne zac¢at nadobu-
dat podobu ,normativne;j vedeckej discipliny, ktord skima formu, Struktiru a zdkony
spravneho (t.j. logického) myslenia a usudzovania, tak ako sa prejavuji v jazyku, |...]
abstrahugic pritom od obsahu konkrétnych myslienok a usudkov.“ Modzeme len Spekulo-
vat, ¢o vSetko prispelo k objavu logiky v prvom z uvedenych vyznamov a ku vzniku
logiky v druhom vyzname. Do akej miery to bola politickd organizacia demokratic-
kych gréckych polis, rozvoj obchodu, pravneho systému, filozofie a matematiky, v rdmci
ktorych sa nielen kultivuje logické myslenie a umenie argumentéacie, no taktiez vzrasta
ucta k tymto schopnostiam a vzniké dopyt po Iludoch v nich zbehlych, schopnych napr.
zastupovat jednotlivé stranky v pravnych sporoch ¢i vyucovat inych tomuto umeniu.
Zrejme to vSetko malo na zrode logiky svoj podiel. Bolo by vSak naivné ocakavat, Ze
sa nam podari podaf dostatocne presvedéivé vysvetlenie pomocou ¢isto racionalnych
dévodov.

Ludom, ktori sa zaoberali vyu¢ovanim rétoriky ako re¢nickeho umenia a umenia ar-
gumentéacie, sa hovorilo sofisti, co priblizne znamené ucitelia mudrosti. Sofisti sa ¢asto
nechévali najimat ako zdstupcovia v pravnych sporoch. Ich cielom teda vo vSeobecnosti
bolo presved¢it oponenta o spravnosti svojho nazoru. To ich viedlo k analyze jazyka
a odhalovaniu jeho vnutornej Struktary, ktora odliSuje vSeobecne platné argumenty od
tych ostatnych. Sofisti takto odhalili a pouzivali zakon sporu, zdkon vylicenia tretieho
a pod. Utilitarny charakter ich profesie vsak spdsobuje, ze ich logika sa dostava do pod-
rudia eristiky, ¢o mozno volne prelozit ako umenie viest spor. Délezitejsim nez hladanie
pravdy alebo spravnost tsudkov sa stédva vyvratenie ¢i aspori spochybnenie argumentov



protivnika, a taktiez tvorba zdanlivo logicky spravnych argumentov, ktoré vedu k zela-
nym zaverom a je tazké ich vyvratit. Zaroven, ako vedlajsi produkt sliziaci najmi na
pobavenie publika, sa objavuje mnozstvo naoko spravnych argumentov tzv. sofizmov,
veducich k absurdnym zaverom. Niektoré sofizmy vsak nadobudli charakter paradozov,
naznacujucich hranice moznosti logiky a pojmového uchopenia sveta v jazyku vobec.
Ukazme si niekolko prikladov.

Sofizmus Rohaty, pripisovany Eubulidovi z Milétu (4. stor. p.n.L.):
Co si nestratil, mds.

Nestratil si rohy.

Teda mads rohy.

Samotné tvaha je z logického hladiska spravna. O¢ividne nepravdivy je vSak prvy pred-
poklad. Preto by nemalo prekvapit, Ze ani zaver nie je pravdivy.

Sofizmus pripisovany bratom Euthydémovi a Dionyzodorovi (5. stor. p.n.1.):
Tento pes je tvoj.

Tento pes je otec.

Teda tvoj otec je pes.

Tu je chyba menej ocividna. Slova otec a pes tu vystupuju v dvoch odlisnych rolach.
Jednak oznacuju vlastnost ,,byt otcom*, resp. ,,byt psom*, jednak konkrétnu osobu (tvoj
otec) resp. konkrétneho psa (tento pes). Trik spoéiva v tom, Ze tieto dvojaké roly sa
zamerne nerozlisuji. Ozna¢me O(x) vlastnost (predikat) ,byt otcom*, P(z) vlastnost
,byt psom“ a T'(x) a vlastnost ,patrit tebe* (t.j. adresatovi ivahy). Nech dalej o oznacuje
tvojho otca a p tohto psa. Uvedend tivaha méa potom tvar

T(p)
O(p)
Teda P(0)

Takato tvaha nie je logicky platnd, lebo jej predpoklady (¢o aj pravdivé) nevypovedaji
ni¢ o objekte o vyskytujicom sa v zavere. Uvahu nemozno zachranif ani pridanim
dalsich troch pravdivych premis O(0), T'(0) a P(p), ktoré su v ivahe zaml¢ané, no v jej
psychologickom téinku sa s nimi poé¢ita. Ziadna z uvedenych premis totiz neustanovuje
akykolvek vzfah medzi uvazovanymi predikatmi O(z), P(z) a T'(x).

Nasledujuci sofizmus, pripisovany asi najznamejSiemu zo sofistov, Protagorovi z Abdér
(okolo 485-410 p.n.l.), vSak uz ziadne jednoduché riesenie nema.

Paradox Protagorovho ziaka. Isty mlady muz nastupil k Protagorovi do ucenia.
Podla dohody mal svojmu ucitelovi zaplatift odmenu az po ukonceni studia, ked vyhra
svoj prvy sudny spor. Mladik stidium ukoncil, avSak Ziadny spor neviedol, a tak podla
dohody ani nesplécal odmenu svojmu majstrovi. Napokon Protagorovi dola trpezlivost,
vyzval Studenta, aby zaplatil, a pohrozil mu stidnou zalobou. K tomu na vysvetlenie
dodal: ,Sud Ta k zaplateniu odmeny bud odstdi alebo neodstidi. V prvom pripade budes
musiet zaplatit na zdklade rozhodnutia siidu, v druhom podla nasej dohody, pretoze si
vyhral svoj prvy spor.“ Ziak dobre vyskoleny samotnym Protagorom sa vsak nezlakol a
odvetil: ,Nezaplatim ani v jednom pripade. Ked ma std odsudi k zaplateniu, tak som
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svoj prvy spor nevyhral, preto podla nasej dohody nezaplatim. Ked ma siud k zaplateniu
neodsudi, nezaplatim na zaklade rozhodnutia sidu.“

Daleko najsldvnejsim sofizmom je vsak Paradox klamdra, zndmy aj ako Epimenidov
paradoz, pripisovany opit Eubulidovi. V fiom Krétan Epimenides prednesie vyrok:

, Vsetci Krétania su klamdri.“

Tymto paradoxom sa budeme podrobnejsie zaoberat az v kapitole venovanej Godelovym
vetam o neuplnosti.

Dalsim zdrojom logiky, spo¢iatku nazyvanej dialektikou, je grécka filozofia. V jej ramci
sa postupne vynéra a presadzuje nazor, ze zakladnym poslanim filozofie je odlisit zdanie
od skutoc¢nosti a ziskat o svete isté a nepochybné poznanie. To predovSetkym znamena
spoznat poriadok sveta (logos), teda to, ¢o je vo svete stéle a nemenné. Jednotlivé tikazy
a veci si naopak premenlivé, docasné a nestale. Preto treba cez javy preniknuf k ich
podstatam a za zmenami odhalit ich zédkonitosti a z nich potom spétne vylozif i zmeny,
ktorym podliehaji. Zdrojom takého poznania vSak nemdézu byt zmysly, ktoré nas casto
klami, ani naSa kazdodennd skusenost. T4 méZe naSe uvazovanie sice podnietit, ale
k pravému poznaniu moézeme dospiet len po ceste myslenia a rozumu.

Tato tendencia sa prejavuje uz v predsokratovskej filozofii, najmé u Parmenida (okolo
540-470 p.n.l.) a jeho nasledovnikov, prislusnikov 8koly, ktort zalozil v meste Elea na
juhu Italie. Parmenides vyklada svet ako jediné nemenné a ve¢né stcno, ktorému hovori
Bytie alebo Jedno. Toto Bytie je, lebo Bytie nemdze nebyt, a je len Jedno a ne-Bytie nie
je. Pri vSetkej ticte, na stcasnika to celé posobi ako jedna nafiknuta znaska tautoldgii,
az mé ¢lovek problém braf to vazne.

Na podporu uéenia svojo majstra vypracoval jeho ziak Zenén (okolo 490-430 p.n.1.)
démyselny stbor tvah, znamych ako Zenonove aporie, dokazujucich nemoznost pohybu.
Zenon zakazdym pripusti, Ze dochadza k pohybu a na zdklade tohto predpokladu (spolu
s dodato¢nymi predpokladmi, na ktoré este upozornime) dospieva k sporu v podobe
absurdného désledku, z ¢oho vyvodzuje zaver o nemoznosti pohybu. Uvedomme si, ze
ide o zéver protireciaci beznej skisenosti, jeho presvedéivost preto spoéiva vylucne na
nezvratnosti pouzitych logickych argumentov. Ide zrejme o najstarsi dolozeny priklad ar-
gumentécie tohto druhu. Navyse svojim nastojéivym poukazom na spornost pojmového
uchopenia pohybu predstavuji Zendénove apodrie permanentnii vyzvu v antickom duchu
zrodenej vede — matematike, fyzike a filozofii zvlast —, ktord ani ¢asom nestratila na
aktudlnosti. Napokon, nech ¢itatel posudi sam.

Dichotémia. Nejestvuje Ziaden pohyb, lebo to, ¢o sa pohybuje, musi najprv dospiet do
polovice cesty, skor nez dospeje do konca. Ale aby to dospelo do polovice cesty, musi to
eSte predtym dospiet do polovice tejto polovice, atd. TakZe pohyb sa ani nemoze zacat.

Achilles a korytnacka. Achilles, najrychlej$i z Tudi, neméze dobehnit korytnacku,
najpomalsiu z tvorov, ak sa vydala na cestu pred nim. Najprv by totiz prenasledovatel
musel dospiet do miesta, odkial unikajici vyrazil, potom do miesta, kde bol unikajuci
v okamihu, ked prenasledovatel dospel do vychodiskového bodu, atd. Takze pomalé
korytnacka bude pred rychlonohym Achillom vzdy o urcity tsek popredu.
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Letiaci $ip. Pripustme, Ze vSetko v kazdom okamihu sa nachiddza na svojom mieste a
je bud v klude alebo v pohybe. Ak sa letiaci §ip nachddza v kazdom okamihu na svojom
mieste, tak je v kazdom jednotlivom okamihu nehybny, teda sa nemoze pohybovat. Ak
by sa totiz v nejakom okamihu pohyboval, nebol by v tomto okamihu na svojom mieste,
teda nebol by vlastne nikde.

Stadién. Nech sa dva rady, pozostévajice z rovnakého poétu rovnako velkych telies,
pohybuju po pretekarskej dréahe Stadiéna oproti sebe rovnakymi rychlostami. Ak pri-
pustime, Ze pohyb sa odohréva zmenami polohy o rovnaké malé, dalej uz nedelitelné
dlzkové jednotky v rovnako kratkych, dalej uz nedelitelnjch jednotkovyjch okamihoch,
tak v okamihu, za ktory sa posunie prvy rad voci stadiénu o jednotku, druhy rad sa tiez
posunie voéi §tadiénu o jednotku, lenze v opacnom smere. Jeden rad sa tak vzhladom
na druhy posunie za ten isty ¢as o dve jednotky. Teda dve dlzkové jednotky sa rovnaji
jednej jednotke a dva jednotkové casové okamihy sa rovnaju jednému takému okamihu.

Vsimnite si, ze v prvych dvoch apériach Zenén vychadza z predpokladu neohranicene;j
delitelnosti priestoru a ¢asu, kym v druhych dvoch vychadza z opa¢ného predpokladu,
ze priestor a ¢as sa skladaju z najmensich dalej uz nedelitelnych casti (hoci explicitne
je tento predpoklad vysloveny len v Stadidne). Zatial ¢o prva a tretia apéria ukazuju
nemoznost absolttneho pohybu, druhé a stvrtd vyvracaji moznost pohybu relativneho.

Na rozdiel od sofistov, u ktorych prevlada ponatie logiky ako eristiky, t.j. umenia
viest spor s cielom vyvratif stanovisko protivnika, rozvija sa aj tzv. dialektickad logika
ako umenie viest dialég s cielom spolo¢ne hladat pravdu. Neprekonatelnym majstrom
v tomto umeni je Sokrates (469-399 p.n.l.), jedna z najvplyvnejSich osobnosti zapad-
ného myslenia, vynarajica sa na jeho usvite. V sokratovskych dialégoch, tak ako nam
ich podava Sokratov ziak Platén (427-348 pred n.l), sa typicky hlada odpoved na otazku
polozent Sokratom alebo niektorym z jeho hosti, medzi ktorymi je obvykle aj uznavany
odbornik na dany problém. Prva odpoved zvykne zodpovedat vSeobecne prijimanému
nazoru. Sokrates sa potom dozaduje podrobnejsieho vysvetlenia a ziada od navstevnikov
jasné definicie pouzivanych pojmov. Ako kladie dalsie otézky, navstevnik vo svojich
odpovediach obvykle dospeje k nazoru, ktory protireci jeho pévodnému stanovisku. Ak
sa splo¢nost zhodne a prijme tento novy nézor, Sokrates ho svojimi otédzkami opéf
spochybni. A tato schéma sa opakuje viackrat. Obcas maju ucastnici pocit, ze sa po-
stupne priblizuju k pravde, castejsie si vSak uvedomuju, ze len hlbsie spoznavaju vlastna
nevedomost, ku ktorej sa od zacdiatku hlasi aj samotny Sokrates.

Prva grécka filozoficka skola zamerana na logiku vznikla v gréckom meste Megara na
polceste medzi Aténami a Korintom. Jej zakladatel, Euklides z Megary (okolo 435 az
365 p.n.l.), ¢asto zamienany s Euklidom z Alexandrie, autorom Zdkladov, bol Ziakom
Sokrata a ctitelom Zendna. Patril k nej aj uz spominany Eubulides z Milétu, autor via-
cerych zndmych sofizmov a paradoxov. S fou tzko spriaznena bola aj tzv. dialekticka
skola reprezentovand Diodorom Kronom (7 —asi 284 p.n.1.) a Filénom z Megary (3. stor.
p.n.l.). Diela megarikov ani dialektikov sa nedochovali, vieme o nich len sprostredkovane
zo spisov inych autorov, napr. z Platéonovho dialégu Theaitétos, ktory je povazovany za
povodne Euklidovo dielo. Vie sa, Ze megarici o.i. obohatili eristiku o metodu vyvodzova-
nia absurdnych zéverov zo stanovisk, ktoré chceli spochybnit ¢i vyvratit. Filon sa tdajne
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dopracoval k chapaniu implikicie vo vyzname zhodnom so stcasnym.

Zaklady logiky ako vedeckej discipliny vSak polozil az Aristoteles zo Stageiry (384
az 322 p.n.l.) vo svojom piitzviizkovom diele od stredoveku stiborne oznacovanom ako
Organon (t.j. Ndstroj). Obsah jeho jednotlivych ¢asti mozno struéne a zjednodusene
zhrnat takto:

Kategorie zavadzaja klasifikdciu jednoduchych pojmov (podstatnych mien), ktoré mozu
byt subjektom resp. predikatom nejakych tvrdeni, do desiatich typov (kategdrii).

O wvyjadrovani je rozborom kategoridlnych tvrdeni na jednoduché pojmy a zakladné
zlozky ich logickej struktiry ako negécia a protiklad, obratenie (konverzia) ako aj znaky
kvantity. S vyuzitim subjekt-predikatovych premennych je tu podany néznak , kombina-
torickej analyzy* moznych typov kategorickych sylogizmov. Taktiez sa tu objavuji tivahy
o moznosti, ndhodilosti a nevyhnutnosti ako aj o platnosti vypovedi o budtcnosti, cize
zarodky modalnej a temporalnej logiky.

Prvé analytiky s formalnym rozborom podmienok zarucujucich spravnost logicky plat-
nych tsudkov (kategorickych sylogizmov).

Druhé analytiky sa zaoberaju dokazmi tvrdeni, definiciami pojmov a klasifikaciou vedec-
kych poznatkov. Zatial ¢o v Prvyjch analytikdch sa kladie doraz na formalny aspekt sylo-
gistickej logiky, v Druhyjch analytikach st logické ivahy analyzované najmé z hladiska
ich obsahu. St tu rozlisené tzv. apodikticke sylogizmy, ktorych premisy su isté a pravdivé,
teda prinasaju aj pravdivé a isté zavery, a tzv. dialektické sylogizmy, ktorych premisy,
teda aj zavery su neisté.

Topiky podrobnejsie skimaju dialektické dokazy a snazia sa stanovit stupen ich viero-
hodnosti. Sylogizmy, ktoré budia klamny dojem spravnosti, ¢i uz z hladiska formy alebo
obsahu, sa nazyvaju sofistické. Dodatok O sofistickych dokazoch (Casto uvadzany ako
samostatny Siesty diel) je venovany odhalovaniu a kritike chyb, ktoré sa v nich ukryvaju.
Je tu klasifikovanych trinast typov klamnych argumentov.

Z hladiska nasho kurzu je najdolezitejsie Studium kategorickych sylogizmov, ktoré
prenika celym Organonom. Kategoricky sylogizmus je v ivode Topikov definovany ako
,rec (logos), v ktorej, ak je mieco dané, nieco rozne od toho, ¢o je dané, vyplyva prdve
tym, Ze dané jest“. I ked z dne$ného hladiska je Aristotelova nduka o kategorickych
sylogizmoch pihym fragmentom monadickej logiky prvého réadu (t.j. logiky unarnych
predikatov), tendencie oznadit ju na zéklade toho za trividlnu, objavujice sa z ¢asu na
cas od zaciatku 20. storocia, st len dokladom nepochopenia a nedocenenia epochalneho
vyznamu kroku, ktory tento velky anticky myslitel a polyhistor u¢inil ako prvy.

Na Aristotela nadviizuju jeho nasledovnici, prislusnici nim zaloZenej peripatetickej
skoly, ktori obohatili jeho sylogistiku napr. o stidium foriem hypotetickych tsudkov.
Z nich najvyznamnejsi st Theofrastos z Eresu na Lesbe (okolo 372-287 p.n.l.), povazo-
vany za zakladatela botaniky a dendrolégie, a Eudémos z Rhodu (okolo 370-300 p.n. 1),
znamy aj ako vydavatel Aristotelovych diel a historik gréckej matematiky a astrondmie.

Aristotelom a peripatetikmi je ovplyvnend aj stoicka skola pésobiaca na Cypre, ktorej
najvyznamnejsimi predstavitelmi boli Zendn z Citia (okolo 334-262 p.n.l.) a Chrysippos
zo Soloi (282-206 p.n.l.). Hoci stoicizmus je predovsetkym filozofia moralnych zasad a
Zivotnych postojov (spomenime napr. prisloveény stoicky klud), stoicki myslitelia vniesli
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nezanedbatelny vklad aj do rozvoja logiky. Kym Aristotelova logika sa primérne za-
oberd analyzou vztahu vyplyvania medzi subjekt-predikdtovymi vypovedami, v stoickej
logike st polozené zéklady vyrokového poétu. Virok je chapany ako zmysluplna vypoved,
ktord je bud pravdiva alebo nepravdiva. Z danych vyrokov mozno tvorit nové pomocou
logickych spojok negéacie, konjunkcie, disjunkcie (chdpanej vo vylucovacom zmysle) a
implikacie. Prave implikdcia hra v stoickej logike zdsadnu tlohu, pri¢om (podobne ako u
Filéna) je chédpana vo vyzname, aky jej prisudzujeme podnes: vyrok A = B je neprav-
divy jedine v tom pripade, ked jeho predpoklad A je pravdivy a zaver B nepravdivy. Popri
tom sa uvazuje aj o implikdcii (vyplyvani) vo vyzname pravdivého isudku, t.j. tsudku,
v ktorom je z pravdivych premis logicky spravne odvodeny zaver, ¢im je automaticky
zarucend jeho pravdivost. Stoici objavili a zosystematizovali viacero odvodzovacich pra-
vidiel, ktoré formulovali s pouzitim radovych ¢isloviek v tlohe vyrokovych premennych.
Na ilustraciu uvaddzame styri ukdzky pod nazvami, ktoré dostali v stredoveku, kvoli
prehladnosti zapisané s pouzitim stcasnej notéacie:

z A= B a A odvod B (modus ponens)
z A= B a -B odvod -4 (modus tollens)
z 2(ANB) a A odvod —B (modus ponendo tollens)
z (ANB)=C, A a =-C odvod —-B (pravidlo antilogizmu)

Pomocou svojho deduktivneho systému stoici tiez analyzovali zname antické paradoxy
a sami objavili ¢i vytvorili rad dalsich. Z pévodnych spisov gréckej stoickej Skoly sa
toto vela nezachovalo, vieme o nich najmi z diela Diogena Laertia Zivoty a ndzory
vyznamnych greckych filozofov napisaného v 3. storo¢i n.l. Stoickd skola vsak nasla
pokracovanie v starom Rime. Hlasili sa k nej napr. Lucius Annaeus Seneca (4 p.n.l
az 65 n.l.), Marcus Aurelius (121-180 n.l.) a do istej miery aj Marcus Tullius Cicero
(106-43 pred nl.). Logika v8ak uz nebola v centre ich zaujmu.

Aristotelovu sylogistiku i vyrokovi logiku stoikov vyznamne obohatil aj slavny anticky
lekér a anatém Galénos (okolo 130-200 n.1.). Vo svojom Uwvode do logiky Galénos roz-
lisuje disjunkciu vo vyluéovacom zmysle (bud ... alebo ...) a alternativu v nevyluco-
vacom zmysle (... alebo ...), ako aj implikdciu a obojstrannt implikaciu (ekvivalen-
ciu). Taktiez Studuje otdzku vzdjomnej zamenitelnosti (t.j. logickej ekvivalencie) for-
malne réznym spdsobom utvorenych vyrokov, ¢im vlastne predjima pojem tautoldgie.
Zaroven unho nachadzame zarodky logiky dvojmiestnych predikatov, t. j. binarnych rela-
cii, u ktorych si v§ima napr. moznost obratenia (inverzie) a otazky symetrie. V logickych
usudkoch pripuasta tiez premisy tvorené konjunkciou viacerych jednoduchych predpokla-
dov. Nadobudnuté logické poznatky aplikuje napr. pri svojich analyzach anatomickych
popisov a liecebnych postupov.

Logika v staroveku sa vSak nerozvijala iba v ramci antickej filozofie, na péde ktorej
sa postupne osamostatnovala. Nemenej délezity vklad do logiky predstavuje aj grécka
matematika, v ramci ktorej sa umenie argumentacie rozvija a kultivuje zasadnym spo-
sobom. Toho vrcholnou ukézkou je trinastzviizkové dielo Euklida z Alexandrie Zaklady
(XTouxera) napisané niekedy na prelome 4. a 3. storo¢ia p.n.l. V nich st ucelenym spéo-
sobom zhrnuté a vylozené poznatky takmer celej dovtedy zndmej matematiky: rovinnej i
priestorovej geometrie a aritmetiky. Najméi prvych Sest dielov venovanych planimetrii sa
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stalo na dlhé starocia vzorom pre vystavbu akychkolvek deduktivnych tedrii aspirujacich
na exaktnost.

Euklides zac¢ina dvadsiatimi tromi definiciami zakladnych pojmov (bod, ¢iara, priam-
ka, uhol, kruh, ...) opierajic sa pritom o geometricky nazor vyostreny pohladom do
idealneho geometrického sveta. Dalej stanovuje pit postuldtov. Prvé tri postulaty mozno
chapat ako pokyny na rieSenie najjednoduchsich konstrukénych tloh (spojit dva body
priamkou, fubovolne predizif dant usecku, narysovat kruznicu s danym stredom a polo-
merom). Dalsie dva postulaty maju skor charakter axiém: vietky pravé uhly su si rovné;
slavny piaty postulat v pévodnom zneni hovori, Ze dve priamky pretaté trefou priamkou
sa pretnu na tej strane, kde je stcet ich uhlov s trefou priamkou mensi nez dva pravé.
Nasleduje deviit aziom, ktoré maju charakter pokynov k evidencii (nahliadnutiu) ¢&i
jednoduchych metodologickych zasad (veli¢iny rovné tomu istému st si rovné, ked sa
pridaja veli¢iny rovné k rovnym aj celky st si rovné, ..., celok je vicsi nez jeho cast).
Z tychto zakladnych pojmov a predpokladov Euklides prisne logicky odvodzuje dalSie
poznatky. Logika Zdkladov vsak nie je samostatna disciplina ale majstrovsky pouzivany,
i ked explicitne nespecifikovany nastroj. Tato logika nijako nenahradza geometricky né-
zor, ale z neho vychadza a dalej mu slazi tym, ze ho podporuje, dopliia a rozvija.

Povazuje sa za nepochybné, ze Euklides poznal Aristotelovo dielo, vratane jeho sylo-
gistiky, ako aj logické spisy stoikov. Vo svojich Zakladoch sa vSak na ne nijako nedvolava.
Na druhej strane, logika, ktort pouziva, je zretelne bohatsia nez aristotelovska ¢i stoicka
logika: pri spitnom pohlade ju mozno povazovat za pomerne rozsiahly fragment logiky
prvého radu, bez obmedzenia sa na jednomiestne predikaty.

Euklidove Zdklady hlboko ovplyvnili a inSpirovali Mikuldsa Kopernika (1473-1543),
Galilea Galileiho (1564-1642), Johannesa Keplera (1571-1630), René Descarta (1596 az
1650) ¢i Isaaca Newtona (1643-1727). Euklidova axiomatickd metéda poslazila za vzor aj
Baruchovi Spinozovi (1632-1677) pre jeho najvyznamnejsie filozofické dielo Ethica ordine
geometrico demonstrata. V nom logicky vyvodzuje metafyzické, teologické a etické zavery
z vopred stanovenych definicii a axiém. Hned po Biblii st Zdklady najprekladanejSim a
najvydavanejsim kniznym dielom vsetkych cias.

Nagu galériu antickych logikov uzatvara ranokrestansky rimsky filozof Anicius Man-
lius Severinus Boéthius (asi 480-524 n.1.). Boéthius sprostredkoval stredovekej Eurépe
plody antickej filozofie prekladmi diel Platéna, Aristotela a dalsich filozofov gréckej an-
tiky do latin¢iny. K viacerym z nich, napr. k Aristotelovym logickym spisom, napisal
tiez podrobné komentare. K logike prispel aj vlastnymi dielami, najmi O kategorickom
sylogizme a O hypotetickom sylogizme. V nich sa pokusil o syntézu Aristotelovej kate-
goridlnej sylogistiky a stoickej vyrokovej logiky. Taktiez v nich podava podrobnii kombi-
natoricku klasifikadciu formalnej struktiry réznych typov tsudkov. Jeho logika, zalozena
na Strukturalnej analyze latinského jazyka, vyrazne ovplyvnila stredoveké myslenie a
polozila zéklady vplyvu Aristotelovho diela na scholastickt filozofiu a logiku.

2.2 Stredovek

Logika v stredoveku je pestovanda ako jedno zo siedmich slobodnich umeni. Tie zahtnali
tzv. trivium, t.j. tri slovesné umenia [gramatika, rétorika a logika (spajana s filozofiou
a nazyvana tiez dialektikou)] a tzv. kvadrivium, t.j. Styri ¢iselné umenia [aritmetika,
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geometria, astronémia (spolu s astrolégiou) a hudba (vratane nauky o proporcidch a
harménii)]. Uz z tohto jej zaradenia je zrejmé, ze stredovekd logika je oddelend od
matematiky a prili§ sa s nou nezblizuje.

Vo vyvoji stredovekej logiky mozno vy¢lenit tri obdobia. Prvé obdobie, nazyvané tiez
stard logika (logica vetus), siahd od konca antiky priblizne do polovice 12. storocia.
Dostupnost antickych prameriov v tomto obdobi je obmedzena na dve Aristotelove diela
(Kategorie a O vyjadrovant) s prislusnymi Boéthiovymi komentarmi. Najvyznamnejsim
predstavitelom ,starej logiky* je franctzsky scholasticky filozof, logik, teolég, basnik a
hudobny skladatel Pierre Abélard (1079-1142).

Druhé obdobie, nazyvané novd logika (logica nova), trva priblizne od polovice 12. do
konca 13. storocia. V tomto obdobi je studované a komentované celé Aristotelovo dielo a
dalsie antické zdroje. Je dovisend kombinatoricka klasifikacia kategorickych sylogizmov
aj odvodzovacich pravidiel vyrokovej logiky. Zna¢né pozornost je venovand otézkam
modalnej a temporalnej logiky. Objavuje sa tiez viacero ucebnic logiky a ustaluje sa nieco
ako ich kanonickd podoba. K najvyznamnej$im predstavitelom ,novej logiky“ patria
cirkevni ucenci Albert Velky (asi 1193-1280), Peter Hispansky (?7—1277), John Duns
Scotus (1265/6-1308) a dalsi.

Tretie obdobie, nazyvané modernd logika (logica modernorum), zabera priblizne celé
14. a 15. storocie. Je charakterizované najmi dalsim zdokonalovanim a systematizaciou
metdd a vysledkov predoslého obdobia a ich vyuzivanim pri analyze stredovekej latiny.
Studuju sa tiez antické paradoxy a hladaji sa moznosti ich rieSenia; popritom sa objavuju
dalsie. K najvyznamnejSim predstavitelom ,modernej logiky“ patria William Occam
(Ockham) (1287-1347), Jean Buridan (asi 1300-1360), Albert Sasky (1320-1390), Paolo
Venetus (7-1429) a ich Ziaci.

Popri rozvoji ako samostatna disciplina sa logika v stredoveku cibri aj vo filozofic-
kych a teologickych disputach a sporoch. K typickym otazkam, ktoré sa v nich riesia,
patri napr. otdzka vztahu predurcenia a slobodnej vole a s fou suvisiace otézky zod-
povednosti ¢loveka za vlastné ¢iny a jeho moznosti ovplyvnit svojim konanim vlastnu
spasu. Dalej je to otazka logickej zlucitelnosti bozskych atribitov (je napr. zname, ze
Bozia vSevedicnost a vSemohtcnost st v spore), otdzka moznosti dokdzat Boziu exis-
tenciu logickymi prostriedkami z principov ¢istého rozumu, otazka, ako méze dobrotivy,
milosrdny a zaroven vSemohuci Boh pripustif existenciu zla v nim stvorenom svete, ¢i
otézka, ¢o bolo, resp. kde bol a ¢o robil Boh pred stvorenim sveta, atd. Logika hrala
dolezitt ilohu aj v metafyzickom spore medzi realizmom a mominalizmom o charakter
univerzdlii. Kym realizmus zastéva stanovisko, ze univerzalie (vSeobecné pojmy oznacu-
juce idey ¢i vlastnosti a vztahy, ako napr. dobro, zlo, krdsa, priatelstvo, velkost, a pod.)
maju redlne samostatné bytie, podla nominalizmu st univerzalie iba mené ¢ nazvy
niektorych abstraktnych idei, vlastnosti a vztahov, ktorym vSak nezodpovedaju ziadne
samostatne existujice realne objekty. Sotva koho prekvapi, ze ani jeden zo spominanych
problémov sa k vSeobecnej spokojnosti vyriesit nepodarilo.

V protiklade k tvorivému prispevku vsSestranne vzdelanych stredovekych ucencov
k rozvoju logiky a ich brilantnym diSputam stoji vyuka logiky v stredoveku a este dlho
potom. T4 sa do znacnej miery redukuje na memorovanie odvodzovacich pravidiel a
kategorickych sylogizmov, ¢im popiera svoj vlastny zmysel, ktorym by mala byt kultiva-



16

cia logického myslenia. A tak sa, paradoxne, najznamejSimi a najrozsirenej$imi vysled-
kami stredovekej logiky stavaji rozmanité mnemotechnické pomocky: logicky stvorec,
znamy aj ako Stvorec opozit, v ktorom su prepojené styri typy subjekt-predikatovych
sudov, ¢i mnemotechnické kédy devitnastich sylogizmov rozdelenych do Styroch figur
(I: Barbara, Celarent, Darii, Ferio; II: Cesare, Camestres, Festino, Baroco; III: Darapti,
Disamis, Datisi, Felapton, Bocardo, Ferison; IV: Bramalip, Camenes, Dimaris, Fesapo,
Fresison).

Uloha. Vyhladajte na internete informacie o logickom stvorci, styroch zakladnych figi-
rach kategorickych sylogizmov a mnemotechnickych kédoch jednotlivyvh sylogizmov. Na
zéklade vyznamu kédovych samohlasok a, e, i, o zrekonstruujte slovna podobu sylogiz-
mov zodpovedajucich uvedenym 19 kédom a zapiste ich pomocou stredovekej i sticasnej
notacie. Napr. sylogizmus Ferio ma slovné vyjadrenie

ziadne M nie je P a niektoré S st M, preto niektoré S nie s P
a v stredovekej resp. v modernej notacii vyzera nasledovne:

z MeP a SiM odvod SoP
resp.

z (Vz)(M(z) = —P(z)) a (3z)(S(x) A M(z)) odvod (3x)(S(x) A —~P(x))
Odhalte tiez vyznam zaciatoénych pismen B, C, D, F' a spoluhlasok m, p, r, s v ndzvoch
jednotlivych kédov (obsahuji navod, ako mozno ten ktory kéd druhej az stvrtej figury
odvodit z prislusného kédu prvej figiry).

2.3 Renesancia a novovek

Renesancné myslenie sa stavia k scholastike a stredovekému arsitotelizmu znacne kri-
ticky. Spekulativna filozofia a teoldgia stracaji na vyzname a do popredia sa dostava
pozorovanie prirody a experiment. Postupne sa presadzuje snaha, reprezentovana naj-
méi Galileom Galileim, vysvetlit prirodné javy a deje kauzalnym sposobom, odhalit ich
zakonitosti, a to nielen ich kvalitativne no taktiez ich kvantitativne aspekty, a tie popisat
jazykom matematiky. V tejto atmosfére sa i na stredoveki logiku aspoii na isty ¢as hladi
s despektom ako na jalové mudrovanie a nekonecné omielanie banalnych pouciek.
Zmenu pohladu prindsa aZ novovek, menovite René Descartes, ktory si uvedomuje,
aka dolezitt metodologicka tlohu hra logika v racionalistickej filozofii. Dokladom toho
st najmi jeho pojednania Rozprava o metdde (1637) a Pravidld na vedenie rozumu
(napisané r. 1628, vydané vSak az r. 1701). Descartova Rozprava a jeho Pravidld, spolu
s ndzormi Blaise Pascala (1623-1662), do velkej miery ovplyvnili aj Antoina Arnaulda
(1612-1694) a Pierra Nicola (1625-1695) pri pisani u¢ebnice Logika ¢ize umenie mysliet
(vydanej najprv anonymne v Parizi r. 1662), znamejSej pod nazvom Logika z Port-Royal,
podla posobiska jej autorov, klastora Port-Royal de Champs. Aristotelovska logika v po-
dobe, akl nadobudla v neskorom stredoveku, je v nej vylozend v duchu kartezianskeho
dualizmu. V stlade s tym je prezentaciacia materidlu verbalna, bez vyuzitia symboliky.
V sémantike autori rozlisuju obsah (intenziu) a rozsah (exrtenziu) pojmu. Zaroven vsak
do logiky vnasaju psychologizujtuce hladisko. Jej zmysel vidia nie v nej samej, ale v jej
osvietensky ponatej tlohe pomoct presadif vo svete rozum a spravodlivost. Kniha sa
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v pomerne kratkom case dockala prekladov do viacerych jazykov. Az do 19. storocia
bola najvydavanejsou ucebnicou logiky v Starom aj v Novom svete.

Osobitné postavenie v nasom pribehu mé vyznamny polyhistor (matematik, filozof
a diplomat) Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Leibniz ako matematik je (popri
Newtonovi) znamy najmi ako jeden z tvorcov infinitezimalneho poctu. Jeho pristup
sa zakladal na vyuziti nekonecne malych (a nekoneéne velkych) veli¢in; nim zavedené
oznacenie % pre derivaciu a f f(x)dx pre integral sa pouziva dodnes. Leibniz si tiez
dopisoval s prave spominanym Arnauldom. Svoj cit pre pracu so symbolmi prejavil aj pri
navrhu logickej notéacie, ktora vsak nebola publikované za jeho Zivota, a ked na prelome
19. a 20. storocia k tomu doslo, bola uz prekonana, takze dovtedajsi vyvoj nestihla a
dalsi nedokézala ovplyvnit.

Leibniz vSak ovplyvnil vyvoj eurépskeho myslenia, najmé logiky, aj svojou viziou
nadvézujicou na katalanskeho stredovekého mystika Raména Lulla (1232-1316). Lull
je tvorcom systému tabuliek a diagramov Ars Magna, ktory mal umoznit v symbolic-
kej podobe zhromazdit univerzalne vychodiskové principy poznania a z nich mechanic-
kymi kombindciami podla logickych pravidiel odvodzovat dalsie (potencidlne vsetky)
poznatky. V réamci toho by sa malo podarit — mimo kazda pochybnost — dokdzat aj
dogmy krestanskej teoldgie. Leibniz zdielal Lullovu predstavu o objavovani pravd vycer-
pavajucim spoésobom tvorbou tvrdeni vhodnymi kombinaciami pojmov. Jeho pojednanie
De arte combinatoria (1666) obsahuje nacrt tohto ,projektu“. Podobné projekty kruto
paroduje Jonathan Swift (1667-1745) v tretej z Gulliverovych ciest (1726), v jednej zo
scén Gulliverovej navstevy Velkej Akadémie v Lagado.

Leibniz neskor pojal zamer vypracovat univerzalny charakteristicky jazyk (lingua
characteristica universalis), v ktorom by zékladné pojmy boli reprezentované ¢islami
alebo inymi pre ne charakteristickymi symbolmi a zlozitejSie pojmy stiibormi symbolov
zodpovedajucich jednoduchsim pojmom, z ktorych pozostavaju, tak, aby takto vzniknuté
grafické tvary boli Tahko uchopitelné a zrozumitelné ¢itatelom bez ohladu nato, akym
jazykom hovoria. InSpiraciou mu boli egyptské hieroglyfy a ¢inske obrazkové pismo, ako
aj algebraicka symbolika, ktort zaviedol franctzsky matematik Francois Viete (1540 az
1603). Dalej hodlal rozpracovat tzv. calculus ratiocinator, univerzalny ,rozumovy kalkul“
umoznujuci vypocty s pojmami a tvrdeniami zostavenymi zo znakov univerzalnej charak-
teristiky, ako aj tzv. ars iudicandi, t. j. metédu, pomocou ktorej by bolo mozné rozhodnit
o pravdivosti ¢i nepravdivosti kazdého takto symbolicky reprezentovaného tvrdenia.

Ciele, ktoré tym Leibniz sleduje, nie st nijako skromné. Pokrok vsetkych vied, medzi
nimi i matematiky, by bol len jednym, a vobec nie najdélezitejSim dosledkom. Vsetky
spory medzi jednotlivcami i vojny medzi narodmi by prestali. Ak by sa aj vyskytli nejaké
nezhody ¢i ndzorové rozdiely, stacilo by si spolo¢ne sadnut a pocitat. Tak by sa zaraz
zistilo, kto mé pravdu, a tto s nezvratnou jasnostou a presvedéivostou spoznant pravdu
by vSetci, samozrejme, prijali a reSpektovali. Ludstvo by mohlo postupne objavovat a
nakoniec vycerpat vSetky pravdy. Medzi nimi miesto najpoprednejsie zaujme Pravda
o Bozej existencii a pravom nabozenstve, , ktoré sa najvac¢smi zhoduje s rozumom, a na-
budiice sa bude treba obavat odpadnutia od neho prave tak malo, ako sa treba obéavat
odvratenia sa Tudi od aritmetiky a geometrie, ked sa ich uz raz naudili.“

Akokolvek naivne a utopicky ndm mozu Leibnizove nadeje pripadat dnes, jeho pro-
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jektu nemozno upriet velkolepost. Pokial ide o metdédy, jeho génius predbehol svoju
dobu o takmer tri storo¢ia a presne predvidal smery dalSieho rozvoja matematickej
logiky: vyrokovy a predikatovy pocet, Godelovu aritmetizaciu metamatematiky, ako
aj symbolicka reprezentaciu dat a poznatkov vyuzivanu pri pocitacovej implementa-
cii a spracovani. Ked si zaroven uvedomime, ako daleko sme napriek vSetkému dosiah-
nutému vedeckému a technologickému pokroku od naplnenia Leibnizovho sna o ve¢nom
mieri, fazko sa ubranime pocitu marnosti, beznadeje a sklamania z nepoucitelného a
nepolepSitelného Tudského pokolenia.

V 18. storodi sa logikou zapodievalo viacero ucencov, ktorych vedecké a filozofické
zaujmy mali, podobne ako u Leibniza, podstatne Sirsi zaber. Za vsetkych spomenme
len z Alsaska pochadzajiceho nemeckého matematika, astronéma, fyzika a filozofa Jo-
hanna Heinricha Lamberta (1728-1777). Lambert ako prvy dokazal iracionalitu ¢isla 7
a svojou Studiou Tedria rovnobezngch priamok (1766) sa stal jednym z predchodcov ne-
euklidovskej geometrie. Jeho prace Photometria (1760) a Pyrometria (1779) predstavuji
dolezité prispevky k tedrii svetla resp. tepla. Jeho hlavné filozofické dielo Nové Organon
(1764) prinieslo prenikavi analyzu mnoZstva otazok tykajucich sa o.i. formélnej logiky,
pravdepodobnosti a metodoldégie vedy. Spolu s anglickym matematikom, astronémom
a vyrobcom vedeckych pristrojov Thomasom Wrightom (1711-1786) a nemeckym filo-
zofom Immanuelom Kantom (1724-1804), s ktorymi si dopisoval, patril k prvym, kto
rozpoznal, Ze Spiralovité hmloviny viditelné hvezdarskym dalekohladom na noc¢nej oblohe
st hviezdne galaxie diskovitého tvaru podobné nasej Mliecnej drahe.

Na druhej strane bol to prave Kant, kto vo svojom najvplyvnejSom filozofickom diele
Kritika ¢istého rozumu (Kritik der reinen Vernunft, 1781) vyslovil myslienku, ze logika je
prakticky zaviSend disciplina, ku ktorej uz nemozno dodat ni¢ podstatné. Ked uvazime,
aky maly bol pokrok, ktory dovtedy urobila logika od ¢ias Aristotelovych, nemozno sa mu
ani velmi ¢udovat. Uz priblizne o polstoroc¢ie neskor sa vsak malo ukazat, ze to bol fatdlny
omyl. A nebol to jediny Kantov omyl, ktory — podporeny jeho nesporne zaslizenou
autoritou — na isty Cas zbrzdil prirodzeny vyvoj vedy. Este znamejsou ukézkou toho je
Kantova téza o absolitnom charaktere priestoru a ¢asu ako ¢istych apriérnych foriem
nasho nazoru, mimo ktorych nie je mozné zmyslové vnimanie a poznavanie. Pritom tento
priestor je totozny s priestorom euklidovskej geometrie a iny priestor si ani nemozno
predstavit. Tato Kantova téza bola pravdepodobne jednym z dévodov, kvéli ktorym sa
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), jeden z najviiésich matematikov vSetkych ¢ias, zdrahal
zverejnit svoje objavy tykajuce sa neeuklidovskej geometrie. Medzitym vSak dozrel ¢as
nato, aby neuklidovska geometria uzrela svetlo sveta.

2.4 Neeuklidovska geometria

Neuklidovska geometria zohrala vo vyvoji logiky pozoruhodni a nie plne docenent tilohu.
Jej vznik ide na vrub uz spominaného piateho Euklidovho postulatu. Ten byva najcas-
tejSie uvadzany v zneni: s danou priamkou mozno bodom, ktory na nej neleZi, viest
prdve jednu rovnobezku, v ktorom ho uvadza novoplaténsky filozof Proklos z Lykie (asi
410-485 n.1.) vo svojich Komentdroch k Euklidovi. Toto znenie nadjdeme aj u anglického
klerika a matematika Williama Ludlama (1717-1788); pomenované je vSak po skétskom
prirodovedcovi a matematikovi Johnovi Playfairovi (1748-1819), ktory ho uvéadza vo
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svojom diele Zdklady geometrie (Elements of Geometry, 1795). Playfairova axioma je
v Uuplnej zhode s geometrickym nazorom, stale je vsak formulovana podstatne zlozitejsie
nez zvysné Euklidove axiémy a postulaty. To vyvolava podozrenie, ze piaty postulat
— ¢ uz v povodnej alebo v takto modifikovanej podobe — by sa mal dat zo zvys$nych
axiéom a postulatov dokazat, teda, Ze je vlastne zbytocny. O jeho ddkaz sa skutocne
pokusalo viacero ucencov a niektori z nich boli dokonca presvedceni, Ze sa im to naozaj
podarilo. Zakazdym vsak vyslo najavo, ze ich ,,dokaz“ sa popri zvysnych Euklidovych
axiomach a postulatoch opieral aj o nejaké dalsie tvrdenie, ktoré bolo natolko v zhode
s geometrickym nazorom, ze ho povazovali za samozrejmé. A prave toto tvrdenie bolo
len inou, ekvivalentnou formuléaciou piateho postulatu.

Ked sa rozhodneme popriet piaty postulat a trvame pritom na homogénnosti prie-
storu, teda, ze ziadny bod ¢i priamka v nom nemaji vysadné postavenie, tak mame
len dve moznosti. Bud musime prijat postulat, Zze s danou priamkou nemozno bodom,
ktory na nej nelezi, viest ziadnu rovnobezku, ¢o ma za néasledok, Ze lubovolné dve roézne
priamky sa pretni v jedinom bode. Alebo musime prijat postulat, Zze s danou priamkou
mozno bodom, ktory na nej nelezi, viest asponi dve rdozne rovnobezky, ¢o mé za nasledok,
ze takychto rovnobeziek bude dokonca nekonecne mnoho.

V prvom pripade mozno dalej odvodit, ze vietky priamky majt kone¢nt dizku, ¢o pro-
tire¢i druhému postulatu, podla ktorého mozno kazda dant usecku Iubovolne predlzit.
Tym je prvy pripad vybaveny ako nemozny a dalej sa nim netreba zapodievat. (O tom,
ako si s tymto pripadom poradil Bernhard Riemann a vytvoril tym tzv. elipticku geo-
metriu, uz v nasom kurze pisat nebudeme.) Zostava teda len druhy pripad; v riom vsak
postupne dospejeme k podivnym zaverom, ktoré budeme nachylni povazovat za ab-
surdné. Napriklad, Ze stcet vnutornych uhlov v lubovolnom trojuholniku je mensi nez
dva pravé a klesa s rastiicim obsahom trojuholnika. Speciilne, ked budeme konstruovat
rovnoramenny pravouhly trojuholnik, ktorého zakladna lezi na danej priamke p a vyska
na danej kolmici na tito priamku, tak oba uhly, ktoré zvieraji ramené tohto trojuhol-
nika s priamkou p, budi mensie ako polovica pravého uhla a s rastiicou vyskou bude
ich velkost klesat. No nielen to: existuje ist4 medzna hodnota, ktort ked vyska dosiahne
¢i presiahne, tak trojuholnik nebude viac mozné zostrojit, lebo jeho zamyslané ramena
nikdy nepretnt priamku p; inak povedané, na seba kolmé priamky v predizeni tychto
ramien budi rovnobezné s priamkou p. Je zdlezitostou osobného vkusu, kedy toho uz
budeme mat dost a nejaky podobny zéver prehlédsime za sporny. Nebude to vSak spor
s rozumom (t.]. logicky spor), ale iba spor s nasim geometrickym nézorom. A — ako sa
zakazdym ukézalo — popretie prislusného ,absurdného® zaveru bolo logicky ekvivalentné
s piatym postuldtom. Na druhej strane mozno na tieto ,,absurdné“ dosledky pozerat ako
na historicky prvé teorémy novej tzv. hyperbolickej geometrie.

Naladenost prieskumnikov vo¢i podivnému svetu, ktory sa im nendpadne otvéaral a
oni dontho bazlivo nazerali, sa vSak postupne meni. Na zéklade jeho sporu s prirodzenym
geometrickym nézorom ho zavrhuji napr. islamski uéenci Thabit Ibn Qurra (asi 830 az
901), Hassan Ibn al-Haytham (asi 965-1040) ¢i Omar Chajjam (1048-1131), aj talianski
ucenci 17. a zaciatku 18. storoc¢ia Giovanni Alfonso Borelli (1608-1679), Giordano Vitale
(1633 az 1711) a Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733). A tento spor podla svojho
vlastného nazoru povazuju za dokaz piateho postulatu. Napriklad Saccheri vo svojom
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kratko pred smrfou vydanom pojednani FEuklides kaZdej poskvrny zbaveny (Euclides
vindicatus, 1733) dospieva k zaveru, ze v rovine, v ktorej by neplatil piaty postulat, by
neexistoval ziadny Stvorec. Ak teda uzndme platnost ,,samozrejmého faktu®, Zze v rovine
existuje aspon jeden Stvorec, budeme na zéklade toho schopni dokézat piaty postulat.
Saccheri napriek tomu vabeniu podivného neeuklidovského sveta ocividne podlieha a
vahavo ho pripuasta ako logicky mozny, avSak odporujuci skutoénému svetu. Prvy, kto
otvorene priznava, ze ho svet neeuklidovskej geometrie laka, a zela si, aby bol popri
euklidovskom svete tiez aspon logicky mozny, je uz spominany Lambert v r. 1766.

V r. 1807 vydava nemecky pravnik a amatérsky matematik Ferdinand Karl Schweikart
(1780-1857) studiu s velavravnym nézvom Tedria rovnobezinych priamok spolu s nd-
vrhom na jej vypudenie z geometrie a v r. 1818 pise v liste Gaussovi o dvojakej geometrii.
Ide jednak o geometriu v uzsom zmysle (¢im mysli euklidovskl geometriu) a vSeobecnd,
tzv. astralnu geometriu, v ktorej je sticet vnutornych uhlov v trojuholniku mensi nez
dva pravé. Jeho myslienky dalej rozvija jeho synovec, matematik Franz Adolph Taurinus
(1794-1874). Ten este v r. 1825 vo svojej praci Teoria rovnobeznych priamok dokazuje,
ze euklidovskd geometria je jedind mozna. No uz rok na to vydava spis Geometriae
prima elementa, v ktorom modeluje astralnu geometriu ako ,geometriu na sfére s ima-
gindrnym polomerom“ a nazyva ju logaritmicko-sférickou geometriou. V nom Taurinus
zaroven pripusta moznost geometrie, v ktorej by stcet uhlov v trojuholniku bol vA¢si nez
dva pravé, ¢im predjima Riemannovu elipticktl geometriu. Takato geometriu mozno (po
stotozneni dvojic antipodéalnych bodov) realizovat ako geometriu na sférickom povrchu.
Taurinus vsak stale priznava euklidovskej geometrii vysadné postavenie a povazuje ju
za jedina praviu geometriu.

Gaussovi sa neeuklidovsky geometricky svet zacal otvéarat priblizne v r. 1795 a pravde-
podobne okolo r. 1800 sa uz v tomto svete bezpecne orientoval. Postupne si uvedomil,
ze tie ,absurdné“ dosledky popretia piateho postuldtu nepredstavuju logicky spor, ale
patria k vlastnostiam novej geometrie, ktorti neskor nazval neeuklidovskou geometriou.
O doévodoch, pre ktoré ni¢ z nadobudnutych poznatkov neuverejnil, sa mdzeme len do-
hadovat. Popri uz zmienenej Kantovej téze to mohla byt obava z ,kriku Bojétanov*, ¢ize
z hroziaceho $kandéalu, ktory by mohol ohrozit jeho reputaciu. Sdm Gauss totiz zastaval
v tom case prevladajice stanovisko, Zze geometria je vedou o Strukturalnych zakonitos-
tiach redlneho priestoru, a nie skimanim moznosti réoznych ,,priestorupodobnych® struk-
tar, pripustnych vylucne na zaklade logickej konzistentnosti. To z nej ¢ini empirickl
prirodnt vedu podobnu fyzike.

V tejto suvislosti si Gauss zaroven uvedomil, ze otazka platnosti piateho postulatu by
sa mohla dat rozhodnit experimentom. Ked sa v rokoch 1821-25 podielal na geodeticke;j
triangulacii Hanoverského kralovstva, podrobne premeral uhly v najvi¢Som trojuhol-
niku budovanej geodetickej siete, tvorenom vrcholmi kopcov Brocken, Hoher Hagen a
Grosser Inselsberg so stranami 69, 85 a 107 km. Odchylka stctu tychto uhlov od 180°
vSak neprevysovala moznt chybu merania. Podstatne neskor Gauss vyjadril nazor, ze
na odhalenie pripadnej nezhody realneho priestoru s euklidovskou geometriou by bolo
nevyhnutné meranie uhlov v trojuholniku, ktorého strany by mnohonasobne prevysovali
zemsky polomer. Zaroven si vSak uvedomil, Ze takéto meranie mé Sancu jedine vyvratit
piaty postulat; aby sme ho mohli meranim bezpecéne potvrdit, museli by sme byt schopni
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merat uhly s absolitnou presnostou.

Ci uz boli Gaussove obavy opodstatnené alebo nie a nech uz boli jeho dévody aké-
kolvek, ni¢ to nemeni na skuto¢nosti, Ze ni¢ zo svojich objavov a tivah o tejto novej geo-
metrii nezverejnil. A tak st za objavitelov neeuklidovskej geometrie pravom povazovani
az rusky matematik Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1792-1856) a madarsky dostojnik ra-
kuskej arméady a amatérsky matematik Janos Bolyai (1802-1860). Na zaklade toho sa hy-
perbolickd geometria zvykne nazyvat aj Lobacevského pripadne Bolyaiho-Lobacevského
geometriou.

Janos Bolyai bol synom gymnazialneho profesora matematiky, fyziky a chémie Farkasa
Bolyaia, Gaussovho priatela zo $tudii, ktory sa kedysi sdm nie prili§ Gspesne zaoberal
problematikou piateho postuldtu. Z toho dévodu svojho syna odradzal od podobnych
snah. Janos sa vSak odradit nedal a v priebehu rokov 1820 az 1823 sa mu podla vlast-
nych slov podarilo ,,objavit obdivuhodné veci, nad ktorymi zasol, [ ... a ... ] z ni¢oho
stvorit podivny novy svet“. Rukopis, ktory r. 1826 poslal na postdenie svojmu ucitelovi
na Ciséarskej a kralovskej vojenskej akadémii vo Viedni, bol vSak odmietnuty. A tak jeho
objavy vysli az v r. 1832 v podobe stru¢ného dodatku k stredoskolskej matematickej
ucebnici jeho otca. V nom autor predstavil tzv. absolutnu geometriu, ktora zahtna euk-
lidovsku aj (vtedy este tak nenazyvana) hyperbpolicki geometriu ako Specidlne pripady.
Farkas Bolyai poslal synov spis na postidenie Gaussovi. Ten mu odpisal, ze k podobnym
vysledkom sa sdm dopracoval uz davnejsie a vzapiti ho velmi zdrzanlivo pochvalil. Kym
otec sa citil Gaussovou odpovedou pocteny, na mladého Janosa zatc¢inkovala deprimu-
juaco.

Lobacevskij po prvy raz verejne predstavil svoj objav neeuklidovskej geometrie, ktora
nazyval imagindrnou geometriou, v r. 1826 v prednaske na univerzite v Kazani. Nasledne
v priebehu rokov 1829 az 1855 publikoval cely rad prac venovanych jej rozpracovaniu
a vykladu. V ruskych akademickych centrach na univerzitach v Petrohrade a v Moskve
sa Lobacevskij stretol s nepochopenim a odmietnutim. Uznania sa dockal az vdaka
Gaussovi potom, ako ten ¢ital jeho Geometrické skumania k teorii rovnobeZnych priamok
v nemeckom preklade, ktory vysSiel v Berline r. 1840. Gauss sa dokonca zacal ucit po
rusky, aby mohol ¢itat dalsie Lobacevského prace. Na jeho névrh bol Lobacevskij r. 1842
prijaty za c¢lena Gotingenskej ucenej spolo¢nosti.

Lobacevskij zastaval nazor, ze sktimanie réznych typov geometrii ma zmysel bez
ohladu nato, ktoré z nich déva adekvatny popis Struktary redlneho priestoru. V tomto
duchu sa nesie jeho dielo Pangeometria (1855), v ktorom je o.i. euklidovskd geometria
zrekonstruovana v ramci hyperbolickej geometrie. Napriek tomu sa vSak aj on pokusal
zistit, akd je geometria redlneho priestoru. Nemeral vSak uhly v trojuholnikoch pozem-
skych rozmerov, ale v trojuholnikoch tvorenych hviezdnymi stalicami. S rovnakym ciefom
analyzoval astronomické idaje ziskané meranim paralax Siria a dal$ich hviezd. Ani tak sa
mu vSak vyznamnu odchylku, ktora by mohla potvrdif neeuklidovsky charakter redlneho
priestoru, odhalit nepodarilo.

Ani Gaussov, Bolyaiho a Lobacevského vhlad a samozrejmost, ba priam virtuozita,
s akou sa v podivnhom svete hyperbolickej geometrie orientovali, vSak samy o sebe
nezarucuju, ze nejde o prelud, ktory sa skor ¢i neskor zosype v logickom spore ako
doméek z karat. Uprimne si vSak musime priznaf, Ze taktto istotu nemame ani v pri-
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pade euklidovského geometrického sveta. Tu nam to vsSak nijako neprekaza, lebo nas
geometricky vhlad, o ktory opierame svoju vieru v jeho bezospornost, je vSeobecne
zdielany a podporovany tradiénym vzdelanim. Preto by nam stacilo, keby sme vedeli
dokéazat bezospornost hyperbolickej geometrie za predpokladu bezospornosti geomet-
rie euklidovskej. Poznamenajme, Ze bezospornost euklidovskej geometrie za predpo-
kladu bezospornosti tej hyperbolickej je dosledkom pred chvilou spominanych vysledkov
Lobacevského, i ked on sdm si otazku takto nekladol.

Jestvuje viacero modelov hyperbolickej geometrie vnutri geometrie euklidovskej. Po-
staci vSak, ked sa aspoii v ndznaku zoznamime s jednym z nich. Jeho prva podobu vytvo-
ril v r. 1868 Eugenio Beltrami (1835-1900). Tt na zdklade jedného pozorovania Arthura
Cayleyho (1821-1895) upravil r. 1871 Felix Klein (1849-1925) do findlnej podoby zname;j
ako Beltramiho-Kleinov model. Je prekvapivo jednoduchy: v tomto modeli st bodmi
hyperbolickej roviny vniitorné body nejakého kruhu v euklidovskej rovine a priamkami
tetivy kruznice ohranicujticej onen kruh bez krajnych bodov.

V roku 1899 vydava David Hilbert (1862-1943), povaZovany za najvyznamnejsieho a
najvSestrannejsieho matematika svojej doby, monografiu Zdaklady geometrie (Grundlagen
der Geometrie). Kniha nadobudne svoju findlnu podobu v druhom vydani z r. 1902 a je
povazovana za stelesnenie idedlu vystavby matematickej tedrie axiomatickou metddou.
Hilbert v nej dosledne axiomaticky buduje euklidovskii geometriu roviny a priestoru,
pricom dopliia pévodni Euklidovu axiomatiku matematickou formulaciou niektorjch
nazornych principov, ktoré sa v poévodnej antickej verzii sice nevedome bezne pouzivaju,
avSak explicitne sformulované nie su, lebo st chdpané ako samozrejmé. Bezospornost
svojej axiomatizacie euklidovskej geometrie Hilbert dokazuje metédou stradnic za pred-
pokladu bezospornosti aritmetiky redlnych ¢isel. Tym je na otdzku bezospornosti realnej
aritmetiky prevedena aj otazka bezospornosti geometrie hyperbolickej. Hilbert zaroven
podéava dokaz nezdvislosti svojich axiém: Ziadna z nich sa nedd odvodit ako logicky
désledok zvysnych. Nezavislost piateho postulatu (Playfairovej axiémy o rovnobezkach)
je dokazana prave odkazom na neeuklidovskt geometriu. Ako vyplynulo z neskorsich
vysledkov Alfreda Tarského (1926), Hilbertova axiomatizacia je navySe dplnd: akékolvek
tvrdenie v jazyku euklidovskej geometrie je v nej bud dokazatelné alebo je dokazatelna
jeho negacia.

Myslienka modelovania (interpretacie) jednej tedrie prostrednictvom inej bude zohra-
vat v 20. storo¢i v matematickej logike i v celej matematike len tazko docenitelni tlohu.
Dva spektakularne priklady tspesného pouzitia tejto metédy predstavuji Gédelov model
univerza konstruktivnych mnozin (1940) a Cohenova metéda forcingu (1963). Gédelovo
konstruktivne univerzum je modelom Zermelovej-Fraenkelovej teérie mnozin ZF rozsire-
nej o axiému vyberu a zovseobecnenti hypotézu kontinua'! vo vnitri univerza tedrie ZF.
Cohen pomocou forcingu zostrojil model teérie mnozin ZF s negéciou axiémy vyberu
vo vnutri univerza tedrie ZF, ako aj model teérie mnozin ZFC (ZF s axiémou vyberu)
s negaciou hypotézy kontinua vo vnutri univerza tedrie ZFC. To dohromady dokazuje

L Hypotéza kontinua hovori, ze kazda nekoneéna podmnozina mnoziny vietkych realnych &isel R je
bud spoditatelnd alebo ma rovnak mohutnost ako mnozina R. Podla zovseobecnenej hypotézy kontinua
pre ziadnu nekoneént mnozinu X neexistuje mnozina Y, ktorej mohutnost |Y| by spliiala nerovnosti
|X| < Y| < |P(X)], kde P(X) je mnozina vSetkych podmnozin mnoziny X.
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nezavislost axiémy vyberu na axioméch tedrie mnozin ZF, ako aj nezavislost hypotézy
kontinua na axiémach tedrie ZFC.

2.5 Logika v 19. storoéi

V predoslej casti sme sa uz ocitli v 19. a v jej zavere aj v 20. storoci, avSsak na vyvoj
logiky sme sa zameriavali len nepriamo, prostrednictvom dramatickych okolnosti spre-
vadzajucich vznik neeuklidovskej geometrie a ich vplyvu na nu. V tomto storoc¢i vsak
dochadza aj k rozvoju logiky samotnej. Deje sa to jednak na pdde filozofie, no formuje
sa aj matematicka logika (v podobe matematizovanej forméalnej logiky) a vznika tedria
mnozin. Postupne dozrieva predstava, Ze préave tieto dve discipliny by mali zohrévat
ulohu zakladov matematiky a tym poskytnit uz ddvno pocitovanej vnitornej jednote
matematiky akusi ,institucionalizovani podobu.

Pozoruhodnou postavou prvej, teda filozofickej linie v rozvoji logiky v 19. storocia je
nemecky piSuci prazsky rodak, katolicky knaz Bernard Bolzano (1781-1848). Bolzano
prednasal teoldgiu a filozofiu na prazskej Karlo-Ferdinandovej univerzite, zaroven sa
vSak zaoberal aj logikou, matematikou, estetikou a etikou, no taktiez tedriou statu a
socialnymi otézkami. Prave za svoje liberalne nazory na socialnu problematiku a anti-
militaristické postoje bol r. 1819 prepusteny z univerzity, bolo mu zakazané verejne
vystupovat a dve z jeho diel sa ocitli na indexe. ZvySok Zivota stravil v tGstrani, no
nadalej posobil a prednasal v tizkom kruhu svojich ziakov a priatelov.

Pre Bolzanovo matematické dielo je priznacna anticipacia budicich objavov, ¢i do-
konca objavy, ktoré v jeho dobe zostali nepovSimnué a boli nanovo objavené neskor.
V case, ked topoldgia ako matematicka disciplina eSte nejestvovala, sa Bolzano dopra-
coval k definicii dimenzie v zmysle blizkom malej induktivnej dimenzii, ako ju naznacil
Poincaré (1912) a zaviedli Uryson (1922) a Menger (1923). Ako prvy — este pred Weier-
strassom — zostrojil priklad spojitej funkcie, ktora nemé nikde derivaciu a taktiez ukazal,
ze kazd4 ohranic¢end ¢iselnd postupnost obsahuje konvergentni podpostupnost. Este pred
Cauchym sformuloval kritérium konvergencie dnes zndme ako Cauchyho-Bolzanova pod-
mienka.? Taktiez dokézal, Ze spojita funkcia nadobudajtca v koncovych bodoch intervalu
hodnoty opaénych znamienok, musi vnutri tohto intervalu nadobudnit aj hodnotu 0.

To plati aj pre Bolzanov spis Paradozy nekonecna (Paradozien des Unendlichen),
vydany posmrtne v r. 1851. V nom Bolzano buduje historicky prvia verziu tedrie mnozin
(Menge), uvadza argumenty v prospech prijatia aktuilneho nekone¢na, s prispenim
teolégie (konkrétne s odvolanim sa na Boziu vSevedicnost) podava dokaz existencie
nekone¢nej mnoziny a ukazuje, Ze nekoneéné mnozina obsahuje vlastni ¢ast s nou ekvi-
valentnu (teda v istom zmysle rovnako velkd, ¢o protireéi Euklidovej axiéme , celok
je vicsi ako jeho cast). Tato vlastnost neskor Dedekind (1888) pouzije ako defini-
ciu nekonecnej mnoziny. Bolzanove Paradoxy nekonecna v nejednom smere inspirovali
tvorcu a zakladatela tedrie mnozin Cantora, ktory sa na ne viackrat odvolaval, najmé pri
obhajobe svojej koncepcie aktualneho nekone¢na. Ista odlisnost v pristupe k nekoneénym
mnozinam, ktortt Cantor povazoval za Bolzanov omyl, poslizi v 70. rokoch 20. storocia

2Postupnost reilnych &isel {an} spliia Cauchyho-Bolzanovu podmienku, ak pre kazdé kladné realne
éislo e existuje prirodzené &islo m také, ze pre kazdé n > m plati |an — am| < €.
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budovani jeho Alternativnej teorie mnozin.

No najvyznamnejsim Bolzanovym prispevkom k logike je jeho monumentélne Stvor-
zvazkové dielo Vedoslovie, Pokus o podrobny a prevazne novy vyklad logiky so stdalym
zretelom na predchddzajicich spracovatelov ( Wissenschaftslehre, Versuch einer ausfihr-
lichen und grésstenteils neuen Darstellung der Logik mit steter Riicksicht auf deren bis-
herige Bearbeiter), ktoré vyslo v r. 1837. Logika vo Vedoslovi je chapané predovsetkym
ako metodoldgia vedy, a nie ako formalna logika — t4 je v fiom pritomna len v pozadi.
Zjednodusene mozno povedat, Zze Bolzanovo Vedoslovie je venované analyze filozofickych
a epistemologickych predpokladov zdévodnenia vedeckého poznania, ako aj formulacii
logickych a metodologickych zasad, ktorymi sa treba riadif pri poznéavani pravdy, pri
¢leneni celku poznanej pravdy na jednotlivé vedné discipliny a pri ich spracovani vo
forme ucebnic s cielom dosiahnuf ¢o mozno najvyssiu presvedcivost a zrozumitelnost.

Bolzano je presvedéeny, ze pre kazdu jednotlivii vedni disciplinu mozno stanovit
subor zakladnych vychodzich poznatkov, z ktorycch vSetky jej dalSie poznatky vyplyvaja
ako ich dosledky. Pritom rozliSuje pojmy dosledku (Abfolge) a formélneho odvodenia
(Ableitung). Tym implicitne dospieva k odliSeniu sémantického a syntaktického aspektu
vo vedeckych tedridch. Doraz pritom kladie na sémantiku: napr. dobry dékaz by mal
byt nielen logicky korektny, ale zdroven by mal obsahovat aj zdévodnenie (Begrindung)
prinasajuce vhlad a pochopenie.

Bolzanov styl vykladu a jeho argumentacia su logicky vycibrené, detailne prepraco-
vané a vnutorne konzistentné, i ked pre dnesného Citatela nie priam Tahko citatelné.
Bolzano zavidza origindlne pojmy ako veta o sebe (Satz an sich), pravda o sebe (Wahr-
heit an sich) a predstava o sebe (Vorstellung an sich). Vetou o sebe rozumie vypoved,
ktora nieco tvrdi, ¢i uz je to pravda alebo nie, a bez ohladu na to, ¢ ju niekto vyjadril
slovami, ba dokonca ¢i si ju ¢o len myslel v duchu. Kazda jednotliva veta o sebe sa vysky-
tuje takpovediac ,,v jedinom exemplari“ a viacnasobnym vyslovenim alebo napisanim sa
nezmnozuje. Dnesnym jazykom by sme mohli vari povedat, Ze také veta o sebe je nieco,
¢o tvori obsah, zmysel alebo vyznam nejakej vypovede, ¢i uz vyslovenej, napisanej alebo
myslenej, pripadne len takej, ktori by vobec bolo mozné vyslovit, napisat alebo mysliet.
Vetu o sebe, ktord vypoveda nieco tak, ako to skutocne je (teda je pravdiva), Bolzano
nazyva pravdou o sebe. Casti viet o sebe, ktoré vsak samotné vetu netvoria, nazyva
predstavami o sebe. Tie mozu byt jednoduché alebo zloZzené. Dnes by sme bolzanovski
predstavu o sebe nazvali skor pojmom, pripadne, podla okolnosti, obsahom alebo vy-
znamom pojmu. Ak siahneme po priklady do konkrétnych vied, tak predstavam, resp.
vetam a pravdam osebe budu zrejme najvernejsie zodpovedat matematické pojmy, resp.
matematické tvrdenia a matematické poznatky. A nie je to ndhoda — matematika je
Bolzanovi naozaj vzorom pre vystavbu a vyklad ostatnych vednych disciplin.

Bolzano priznava svojim vetdm, pravdam a predstavam o sebe isty druh existencie
mimo Cas a priestor, pricom varuje, Ze nejde o existenciu v readlnom svete. Na druhej
strane priznava realnu existenciu nielen slovne vyjadrenym predstavam a vetam, ale
a] predstavam a vetam iba myslenym, ako myslienkam toho-ktorého cloveka. Takéto
filozofické stanovisko sa zvykne oznacovat ako moderny alebo sémanticky platonizmus.
Zaroven je Bolzanovou zéasluhou jasné oddelenie logiky od akychkolvek psychologizu-
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jucich tendencii a — napriek Kanta pripominajicej ,,an sich terminolégii“ — kritické
vymedzenie sa voci kantovskej metafyzike. Bolzano bol zrejme prvy, kto si uvedomil, ze
zékladom filozofie nie st metafyzické tivahy, ale stadium toho, ¢o a ako hovorime a akym
zédkonom nasa re¢ podlieha. Vo svojom Vedoslovi tak polozil zdklady sémantickej tradi-
cie v zapadnom mysleni. V tomto duchu na neho podstatne neskor nadviazali rakuski
filozofi Franz Brentano (1838-1917), Alexius Meinong (1853-1920) a Edmund Husserl
(1859-1938), zakladajice osobnosti Polskej logickej skoly Kazimierz Twardowski (1866
az 1938), Jan Lukasiewicz (1878-1956) a Stanistaw Lesniewski (1886-1939), no najmé
Alfred Tarski (1901-1983) svojou koncepciou logického dosledku a pravdy vo formalnych
jazykoch z 30. rokov 20. storocia, ktora podnes zohrava v matematickej logike zdsadnu
ulohu.

V 19. storo¢i dochadza aj k intenzivnemu rozvoju algebry a k rozsireniu tradi¢nych
oblasti jej uplatnenia. Postupne sa utvara nazor, podla ktorého algebraické vyrazy a ma-
nipuldcie s nimi nemusia nutne predstavovat len ¢isla a operéacie na ¢iselnych oboroch, a
rovnako nemusia spliiat vSetky identity, ktorym podliehaji operacie s éislami. Z mnoz-
stva prikladov spomenme aspon objav kvaternionov, t.j. akejsi Stvorrozmernej obdoby
komplexnych ¢isel (1843), ktorych nasobenie nie je komutativne, irskym matematikom
Williamom Rowanom Hamiltonom (1805-1865). V tejto atmosfére dochadza na brit-
skych ostrovoch k vzniku logiky ako matematickej discipliny. V roku 1847 vychadzaju
dve prace Matematickd analyza logiky ako pokus o kalkulus deduktivneho uvaZovania
(The Mathematical Analysis of Logic, being an Essay towards a Calculus of Deductive
Reasoning) od Georga Boola a Formdlna logika alebo kalkulus vyvodzovania nevyhnut-
ného a pravdepodobného (Formal Logic or the Calculus of Inference, Necessary and
Probable) od Augusta De Morgana.

George Boole (1815-1864) bol matematicky samouk, ktory vsak uputal na seba po-
zornost vedeckej komunity niekolkymi pracami v oblasti diferencidlnych rovnic a in-
variantov. Za jednu z tychto prac dokonca ziskal zlatti medailu Kralovskej spolo¢nosti
v r. 1844. Vo svojej Matematickej analyze logiky etabloval logiku, dovtedy povazovani
za sucast filozofie, ako matematick disciplinu a venoval sa aj tedrii pravdepodobnosti.
Uvedomil si, Ze logické spojky mozno interpretovat ako algebraické operécie, ¢i uz na
vyrokoch, vlastnostiach alebo triedach objektov, a logickym zakonom dat podobu identit
pre tieto operacie. To umoznuje zachytit deduktivne ivahy ako vypocty v duchu Leibni-
zovej vizie calculu ratiocinator. Pri budovani tedrie pravdepodobnosti sa Boole pokisil
vytvorif vSeobecni metédu, ktord by umoznila na zéklade znalosti pravdepodobnosti
istych udalosti urc¢it pravdepodobnost inej udalosti urcitym spdsobom s nimi logicky
prepojenej. Ako ocenenie vedeckych zasluh bol Boole v r. 1849 s podporou De Morgana
ustanoveny na Queen’s College v irskom Corku ako prvy profesor matematiky, hoci sam
nemal univerzitny titul. Svoj pristup a nazory Boole podrobnejsie systematicky vylozil
v spise Skumanie zdkonov myslenia, na ktorych sa zakladaji matematické teorie logiky
a pravdepodobnosti (An Investigation of the Laws of Thought on which are Founded the
Mathematical Theories of Logic and Probabilities, 1854).

Boole pouzival pre pravdu resp. univerzalnu triedu znak 1, nepravdu resp. prazdnu
triedu znacil 0. Negéciu znacil ako doplnok vzhladom na univerzélnu triedu 1 — x. Kon-
junkciu (spojku a) znadil ako logicky suc¢in x - y; disjunkciu (spojku alebo) znadil ako



26

logicky stcet = + y a chapal ju vo vyluéovacom vyzname (x alebo y, ale nie oboje).
Boolovské operécie splhaji popri obvyklych identitach ako komutativne zékony zy = yx,
x+y = y+x, asociativne zékony (zy)z = x(yz), (x +vy) + 2z = x4+ (y + 2), distributivny
zakon z(y + z) = zy + xz, ¢ zédkon dvojitej negacie (doplnku) 1 — (1 — z) = =z, aj
niekolko ,nestandardnych* identit, napr. xx = x ¢i x4+ = 0. Posledné identita, ktora je
dosledkom chépania logickej spojky alebo (+) vo vylu¢ovacom zmysle, zmiatla aj samot-
ného autora, pretoze na zaklade analdgie s ¢iselnymi operaciami ocakaval, ze z rovnosti
x + x = 0 by malo vyplyvat = = 0.

Boolove myslienky viedli v 20. a 21. storo¢i k aplikidcidm, o akych sa ich autorovi
ani nesnivalo. Binarne kdédy, boolovské hradla a prepinace, logické obvody, prepojené
do komplexnych struktar v ¢ipoch st zakladnymi jednotkami pre navrh a konstrukciu
pocitacov a mnohych dalSich elektronickych zariadeni. Boolove algebry st zasa jednou
zo zakladnych matematickych Struktar nielen v tedrii mnozin a v matematickej logike,
ale aj v tedrii miery, pravdepodobnosti a v dal$ich na ne nadviizujucich disciplinach.

Augustus De Morgan (1806-1871) je asi ¢itatelovi znamy najmé ako autor De Morga-
novych zdkonov prepéajajucich logické spojky konjunkcie a disjunkcie (v nevylucovacom
zmysle) prostrednictvom negécie, ktoré mozno v modernej symbolike zapisat napr. ako
tautologie

-(AANB) & (nAV -B) -~(AVB) & (mAN-B)

Tie sa vyskytuju v jeho préaci O Struktire sylogismu (On the structure of the syllogism,
1846) v menej priezra¢nom symbolickom vyjadreni, avSak vo verbalnej (t.j. nesymbolic-
kej) podobe boli zndme uz Williamovi Occamovi v 14. storo¢i. De Morgan tiez zaviedol
nazov matematickd indukcia pre znamu metédu dokazov tvrdeni o prirodzenych cislach
vo svojej Siroko pouzivanaj ucebnici Zdklady aritmetiky (Elements of Arithmetic, 1830).
Jeho najvyznamnejsi prispevok k logike vsak spociva v rozsireni predmetu jej skiima-
nia z usudkov tykajucich sa subjekt-predikatovych tvrdeni, ktoré v nej dominovali od
¢ias antiky, na usudky tykajice sa tvrdeni, v ktorych vystupuji dvoj- a viacmiestne
vztahy (reldcie) medzi subjektmi. Tym pomohol presadif nézor, Ze prave relacné tsudky
zohravaju rozhodujucu tlohu v matematickom odvodzovani a vedeckej argumentacii.
Navyse, niektoré logické operacie s relaciami, ako napr. inverzia, kompozicia ¢i pro-
jekcie, sa nedaju vyjadrit iba pomocou logickych spojok, lez (s vynimkou inverzie) sa
nezaobidu bez kvantifikdcie premennych. De Morgan sa tak stava jednym z priekopnikov
studia ulohy kvantifikdtorov v logike. Dochadza k tomu v sérii ¢lankov so spolo¢nym
nazvom O sylogizme (On the Syllogism) z obdobia 1846-1868, ktora zahina aj obe skor
spominané prace. De Morganovi sa tiez pripisuje anekdoticky priklad logicky ocividne
spravneho relacného tsudku

Vsetky kone su zvieratd.
Preto kaZdd hlava kotia je hlavou zvierata.

ktory vSak aristotelovské subjekt-predikatova logika nedokéze zdovodnit.

Pod vplyvom DeMorganovho a najmi Boolovho diela sa logika v druhej polovici
19. storocia stdva médnou zalezitostou medzi intektudlmi anglofénneho sveta. Spomedzi
nich vy¢nievaji dve osobnosti doslova renesancného formatu posobiace na opacnych
brehoch Atlantiku.
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William Stanley Jevons (1835-1882) je znamy najmi ako popredny britsky ekoném
hojne vyuzivajici Statistické a matematické metédy, objavitel tzv. Jevonsovho para-
dozu vo vztahu produkcie, dopytu a ceny komodit, a tiez autor tedrie margindlneho
(hranicéného) uzitku. V logike nadviazal na dielo Boola a De Morgana. Nahradil Boolov
logicky stucet (vylucovaciu disjunkciu) disjunkciou v nevylu¢ovacom zmysle, systema-
ticky pracoval s premennymi a kvantifikdtormi. Vo svojom spise The Substitution of
Similars (1869) vyzdvihol leibnizovsky univerzalny princip, podla ktorého , cokolvek je
pravdou o nejakej vect, je pravdou o rovnakej veci“. Ten najde neskdr vyjadrenie v podo-
be logickych axiém rovnosti. Jeho kniha Elementary Lessons on Logic (1870) sa ¢oskoro
stala najrozsirenejSou uc¢ebnicou logiky v angli¢tine. V dalSom diele Principles of Science
(1874) sa zaoberal vztahmi medzi logikou (dedukciou), zovseobeciiovanim na zaklade
faktov (indukciou) a pravdepodobnostou. Svoje Gvahy ilustroval mnozstvom relevant-
nych, detailne prepracovanych prikladov z prirodnych vied a ekonémie. Taktiez predvidal
vyuzitie jednosmernych funcii a faktorizacie celych ¢isel v kryptografii. V r. 1869 zostro-
jil mechanicky pocitaci stroj, pre svoj tvar nazvany logickée piano, ktory ako prvy svojho
druhu vykonaval boolovské logické operacie rychlejsie nez ¢lovek.

Charles Sanders Peirce (1839-1914) je znamy predovSetkym ako jeden zo zakla-
datelov prvého filozofického smeru, ktory sa zrodil na americkej pdde, oznacovaného
nazvom pragmatizmus. Zaoberal sa vSak aj fyzikou, chémiou, astronémiou, geodéziou a
kartografiou, a samozrejme logikou. Podielal sa na merani fluktuacii gravitaéného pola
Zeme, ktoré prispelo k upresneniu miery elipticity zemského glébu. Je tiez autorom tzv.
kvinkuncidlnej projekcie — kartografického zobrazenia umoznujticeho periodické dlazde-
nie roviny na seba nadvézujicimi priemetmi oktantov zemského glébu v tvare rovnora-
mennych pravouhlych trojuholnikov. V logike sa usiloval o prepojenie Boolovho algeb-
raického pristupu s relaénymi inferenciami De Morgana. Podobne ako Jevons nahradil
Boolov logicky sucet disjunkciou v nevylucovacom zmysle. Taktiez si uvedomil, ze pri
praci s triedami je vyhodnejSie miesto rovnosti pouzivat reldciu inklazie, ktord zod-
povedd implikacii. Este pred Sheffersom prisiel na to, ze vSetky logické spojky mozno
vyjadrit pomocou jedinej, totiz spojky not (... or ...) (neskor nazvanej Peirce’ dag-
ger alebo NOR), resp. spojky not (...and...) (neskor nazvanej Sheffer’s stroke alebo
NAND). Explicitne zaviedol kvantifikiciu premennych, pri¢om univerzalny kvantifikator
I1; chéapal ako nekoneény logicky sicin (konjunkciu) a existenény kvantifikitor ¥; ako
nekone¢ny logicky sucet (disjunkciu v nevyluéovacom zmysle). Zrejme ako prvy si uve-
domil zésadny rozdiel medzi vyrokovym poctom, logikou s kvantifikdciou premennych
pre individudlne objekty (logika prvého radu) a logikou pouzivajicou aj kvantifikdciu
vlastnosti individualnych objektov (logika druhého radu).

Peirce tiez predvidal vyuzitie boolovskej logiky pri konstrukcii prepinacov elektrickych
obvodov a néasledntt moznost konstrukcie elektronického pocéitacieho stroja. Jeho byvaly
Student Allan Marquand (1854-1924), inSpirovany Jevonsovym logickym pianom, zostro-
jil v rr. 1881-82 jeho vylepsenii, mensiu a prenosnu verziu. V r. 1887 na Peircov popud
navrhol elektronickt verziu logického pocitaca, ktora vsak uz neuskutocnil.

S Peircom a Jevonsom konéi obobie, pocas ktorého je logika doménou prevazne poly-
historov, ¢ize ucencov zaoberajucich sa mnohymi odvetviami ludského poznania. Pre
nich — po¢ntc Aristotelom cez Leibniza a Lamberta az po Jevonsa a Peirca — je logika
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len jednou z mnohych oblasti ich pésobenia a zdjmu. V ramci nového trendu zapocatého
Boolom a De Morganom sa logika stdva matematickou disciplinou a jej dalsi rozvoj urcu-
ji najmé matematici, ¢asto so Sirokym zadberom, spravidla vsak obmedzenym na viacero
oblasti matematiky a na filozofické otazky s nou suvisiace.

2.6 Koniec 19. a zadiatok 20. storocdia

Matematizacia, presnejsie, algebraizacia logiky je dovfsend v monumentalnom troj-
zvizkovom diele nemeckého matematika Ernsta Schrodera (1841-1902) Predndsky o
algebre logiky (Vorlesungen iber die Algebra der Logik, 1890-1905). Schréoder v tiom
nadvizuje na Boola, De Morgana, Jevonsa, a najmé na Peircea. Systematicky vyuziva
dualitu medzi konjunkciou a disjunkciou sprostredkovant De Morganovymi zakonmi,
pracuje so vztahom inklizie a s kvantifikditormi a buduje algebru relacii s operaciou
kompozicie ako nasobenim. Stale je to vSsak matematicka logika iba v prvom z dvoch
vyznamov, ktoré sme spominali na zaciatku: je to matematizacia logiky algebraickymi
prostriedkami.

Na prelome 19. a 20. storocia je vsak uz doba zreld nato, aby sa davno tuseny po-
tencial logiky pre matematiku zacal naplno prejavovat. Najprv je v8ak potrebné si uve-
domit a sformulovat zamery a ciele, ktorym by takato matematickéd logika mala sluzit.
V tomto vyvoji mozno priblizne od 80. rokov 19. storoéia vysledovat dve odlisné linie;
zjednodusene ich budeme nazyvat liniou logickou a liniou mnozinovou. Hoci st tesne
prepletené, ich zaciatky sa daju jasne oddelit, ¢o ndm umoziuje sledovat ich po isty c¢as
a do istej miery oddelene. Za¢neme logickou liniou.

Priekopnikom systematického vyuzitia logiky v matematike je vyznamny a vsestranny
taliansky matematik Giuseppe Peano (1858-1932). Zaoberal sa tedriou éisel, linedrnou
algebrou, geometriou, diferencidlnymi rovnicami a tiez logikou. Ako prvy zostrojil priklad
spojitej krivky vypliiajtcej stvorec. Je tiez autorom internacionalneho jazyka Latino sine
flexione zalozeného na latincine so znac¢ne zjednodusenou gramatikou. Linguistické zauj-
my spolu s vyskytom podobnych, intuicii odporujacich objektov v matematike ho viedli
k rozhodnutiu povysit logiku na univerzalny jazyk umoziiujici vyjadrif vSetku mate-
matiku s dovtedy nevidanou presnostou a jednoznac¢nostou. Prvym krokom v tomto
smere je Peanova axiomatizacia aritmetiky prirodzenych c¢isel z r. 1889, vyuzivajuca
nasledovnika ako jedini zakladnt operaciu. Pomocou nej st potom rekurzivne definované
operacie s¢itania a nasobenia. To je vSak umoznené az aziomou indukcie (uvddzame ju
v modernom prepise)

VXCN)(0eXA(VreX)(z+1€X)=X=N)

v ktorej je vSak popri prememennej x pre prirodzené ¢isla kvantifikovnd aj premenna
X pre Casti (podmnoziny) mnoziny N vSetkych prirodzenych ¢isel. Pévodna Peanova
aritmetika je tak (z neskorsieho hladiska) tedriou druhého radu. Od r. 1894 zaéina Peano
s viacerymi spolupracovnikmi uverejiiovat (tak trochu utopicky) projekt Matematicky
formular (Formulario Mathematico), ktory mal v encyklopedickej forme zahftniat vsetky
zname matematické vzorce a vety (teorémy) zapisané pomocou Standardizovanej mate-
matickej a logickej symboliky vytvorenej na tento tucel. Peanova logickd a mnozinova
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kladom je Peanom zavedeny znak ¢ pre nalezanie prvku do mnoziny, neskér modifikovany
do podoby €.

S eSte ambiciéznejSim projektom prichddza nemecky matematik, logik a filozof Gott-
lob Frege (1848-1925). Vo svojich dvoch knihdch s ndzvami odkazujtcimi na leibnizovské
dediéstvo Pojmové pismo, podla aritmetiky utvoreny formdlny jazyk cistého myslenia
(Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Den-
kens, 1879) a Zdklady aritmetiky: logicko-matematické skimanie o pojme cisla (Die
Grundlagen der Arithmetik: eine logisch mathematische Untersuchung tiiber den Begriff
der Zahl, 1884), v ¢asopiseckych ¢lankoch O zmysle a vyzname (Uber Sinn und Bedeu-
tung, 1892), O pojme a predmete (Uber Begriff und Gegenstand, 1892) a dalsich pracach
postupne buduje svoju koncepciu logiky, vyslovuje prekvapivo moderné nazory na jej
ulohu vo filozofii a kladie zdklady toho, ¢o sa neskodr bude nazyvat analyticky obrat vo
filozofii. Vytvara tiez vlastn svojraznu logickti symboliku, ktora sa vsak pre svoju ne-
prehladnost neujme, a prave jeho Ipenie na nej zapricini, Ze sa jeho dielu nedostane od
sucasnikov tej pozornosti, akt by si zaslazilo. Zaroven dospieva k presvedceniu, ze pojem
¢isla i dalSie aritmetické pojmy je mozné osnovat ¢isto logickymi prostriedkami, a po-
stupne tak vybudovat aritmetiku aj matematicki analyzu ako odvetvia logiky. Na rozdiel
od Peana, ktory chcel vyuzit logiku ,len* ako univerzalny jazyk a metédu prezentacie
matematiky, tak Frege ide ovela dalej: hodla vylozit matematické pojmy ako pojmy
logické a nésledne zrekonstruovat celt kalkulativnu matematiku v ramci sveta logic-
kych foriem. Tym sa stava zakladatelom mygslienkového smeru v zdkladoch matematiky
znameho ako logicizmus. Zakladom logicizmu je téza, ze matematiku mozno v podstate
zredukovat na logiku. Fregeho snazenie malo vyvrcholit v trojzvizkovom diele Zakladné
zdakony aritmetiky (Grundgesditze der Arithmetik), ktorého prvy diel vysiel v r. 1893 a
druhy v r. 1903.

Avsak v r. 1902, v ¢ase, ked bol druhy diel este len v tlaci, dostal Frege list, ktory ho
upozornoval na spor v nim navrhnutom formalnom systéme. Ten totiz pripustal uvazovat
o vlastnosti (predikate), ktortt maju tie vlastnosti (predikaty), ktoré sa nevztahuji na
seba, inak povedané, nemaju vlastnost, ktort samy oznacuju. Ak si tiuto vlastnost ozna-
¢ime ako R(x), tak lubovolny predikidt P(z) ma vlastnost R(x) prave vtedy, ked nema
vlastnost P(z). Formélne, R(P) < —P(P). Potom Iubovolnd z odpovedi na otazku,
¢i predikat R(x) méa vlastnost R(x), ma za nasledok svoj opak, t.j. R(R) < —R(R).
A to je spor, ktory znamenal zratenie Fregeho projektu v aktualnej podobe. Treba
vSak dodaft, Ze Fregemu sa podarilo v logicistickom duchu zrekonstruovat minimélne
aritmetiku prirodzenych ¢isel a dokazat Peanove axiémy, pricom tato cast jeho prace
uvedenym sporom zasiahnuté nebola. Ani potom Frege neprestal obhajovat logicisticki
tézu, no pracu na planovanom tretom dieli Grundgesditze zanechal.

Odosielatelom onoho listu bol britsky logik, matematik, filozof a politicky aktivista
Bertrand Russell (1872-1970) a spor, na ktory v riom Fregeho upozornoval, dostal nédzov
Russellov paradox. Russell sa v r. 1900 zGc¢astnil na I. Medzinadrodnom filozofickom kon-
grese v Parizi, kde sa stretol s Peanom a jeho spolupracovnikom Alessandrom Padoom
(1868-1937). Ich Formulario naitho urobilo hlboky dojem. Stiznelo totiz so zdmermi jeho
diela Principles of Mathematics, na ktorom prave pracoval a ktoré vyslo v r. 1903. Ako
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pise v predhovore, tato praca ma dva hlavné ciele:

Jednym z nich je ukdzat, Ze vietka ¢istd matematika sa zaoberd vylucne pojmami
definovatelnymi z velmi malého poctu zdkladniych pojmov a Ze vsetky jej tvrdenia
mozno odvodit z velmi malého poctu zdkladnich logickiych principov, ... ¢o bude
ustanovené prisne symbolickou argumentdciou... Druhy z cielov, ... vyklad zdklad-
nych pojmov, ktoré matematika prijima ako nedefinovatelné, je ¢isto filozofickd
zdleZitost.
To je plne zhode s logicistickou tézou; rovnako vSak mozno povedat, Zze Russel si kladie
za ciel vyklad matematiky axiomatickou metddou s vyuzitim symbolickej logiky.
Russell napisal svoje Principles skor, ako sa zoznamil s Fregeho dielom, a mal v imysle
napisat k nim aj druhy diel. No Fregeho myS$lienky ho uhranuli natolko, ze logicistickt
tézu prijal za svoju a podujal sa pokracovat v napliiani Fregeho zameru. Zaroven si
v8ak zoc¢i voci vlastnému paradoxu uvedomil, ze ochrana pred hroziacimi spormi si bude
vyzadovat prijatie zasadnych opatreni. Pre svoj novy projekt sa mu podarilo ziskaf aj
svojho priatela a byvalého ucitela, vyznamného britského filozofa a matematika Alfreda
North Whiteheada (1861-1947). Ten kvéli tomu rezignoval na druhy diel svojho podobne
zameraného Pojednania o univerzdlnej algebre (A Treatise on Universal Algebra, 1898).
Spolu potom napisali a v priebehu rokov 1910-1913 vydali monumentéalne trojzvizkové
dielo Principia Mathematica, svojim titulom odkazujice k velkému Newtonovi. V 1iom
v duchu logicizmu naozaj vylozili, nie sice celt vtedajsiu matematiku, ale aspon znacne
uplny stuhrn jej zadkladnych pojmov a vysledkov. Aj tak sa vsak nezaobisli bez niektorych
postulatov, ktoré sotva mozno zddévodnit ¢isto logicky (axiémy nekoneéna, vyberu a
redukcie). NavySe, ako ochranu pred paradoxmi zaviedli sofistikovany systém syntak-
tickych obmedzeni zabranujuci autoreferencii, teda, o.i. aj aplikéacii predikatu na seba
(ako napr. P(P) resp. =P(P)) ¢ formuldm o nélezani mnoziny do seba (ako z € x
resp. ¢ x). Tento systém je zndmy pod ndzvom rozvetvend tedria typov a jeho blizsi
opis nas nemusi zaujimat. Postaci, ak povieme, Ze popri vyrazoch zodpovednych za
paradoxy, preventivne zakazuje aj mnohé ,neskodné“ a robi logicisticki matematiku
znacne nenazornou a nadmerne komplikovanou.
Trvalym prinosom Principia je logickd symbolika, ktora sa do znacnej miery ujala.
V tomto smere vSak Russell a Whitehead nenadvézuji na Fregeho lez na Peana. K Pea-
novmu existenénému kvantifikdtoru (3x) pridavaja ,hanblivo“ zna¢eny univerzalny kvan-
tifikdtor (z). Suicasni podobu univerzalneho kvantifikdtora (Vx) zaviedol az v r. 1935
Gerhard Gentzen (1909-1945), no definitivne sa presadila az v 60. rokoch 20. storocia.
Dovtedy sa vSak bezne paralelne pouzivalo aj ,priamociarejsie“ znacenie (Ex) a (Ax).

2.7 Tedria mnozin

Tu je vhodny ¢as opustit sledovanii logicki liniu a vratif sa k poc¢iatkom linie mnozinove;j.
Tedriu mnozin v jej prvotnej neformalizovanej podobe vytvoril jeding muz — matematik
zo silnym vizionarskym zaloZenim — Georg Cantor (1845-1918). Svoju tedriu zacal bu-
dovat v 70. rokoch 19. storoc¢ia. Priviedli ho k tomu tvahy o jednoznac¢nosti rozvoja
funkcii do trigonometrickych Fourierovych radov. ,Prvymi“ Cantorovymi mnozinami
teda boli mnoziny bodov na priamke. Postupne sa vSak dopracoval k podstatne vseobec-
nejsiemu chapaniu tohto pojmu. Jeho vlastnymi slovami:
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MnoZinou rozumieme akékolvek zoskupenie M wurcitych dobre rozlisitelnych objek-
tov m nasho vnimania alebo myslenia (nazgvanych prvkami mnoziny M ) do jed-
ného celku.

Vytvorenie mnoziny tak predpokladé, aby vsetky jej prvky uz boli privedené k exis-
tencii, teda vnimané ¢i aspon myslené ako aktualne existujice. V pripade nekonecnych
zoskupeni, ako napr. prirodzenych cisel alebo bodov na priamke, tak Cantorova tedria
opusta dovtedy prevladajice ponatie nekoneéna ako potencidlneho a vykladom tychto
zoskupeni ako zavirSenych mnozin ho nahradza aktudlnym nekonecnom.

Navyse, prvky sa na mnozine podielaji vyluéne svojou pritomnostou, bez na ohladu
ich usporiadanie ¢i iné vztahy medzi nimi. Dve mnoziny sa teda rovnaju prave vtedy, ked
majua tie isté prvky. Tento princip najde neskor svoje vyjadrenie v podobe azxiomy ex-
tenzionality. Dalsim vychodzim postuldtom Cantorovej tedrie je véeobecny vymedzovaci
princip:

Pre kazdu ,,zmysluplni® vliastnost P(x) mozno vytvorit mnoZinu {x: P(x)}

vsetkych tych prvkov x, ktoré maji tito vlastnost.

Uvedené dva principy maju za nésledok, Ze tedria mnozin zaujima vo vztahu k logike
isté vysadné postavenie. Nie je to len jedna z tedrii, ktorych vystavba pontka logike
priestor na uplatnenie. V istom zmysle je to logika sama, a to v podobe, v ktorej boli do
krajnosti dovedené jej dva tesne suivisiace, viac-menej podvedomé, veduce zamery. Prvy
z nich spociva v tendencii stotoznovat logicky ekvivalentné vlastnosti, inak povedané
nahradzat vlastnosti, bez ohladu na ich vyznam a jazykovy opis, ich extenziami, ¢ize
zoskupeniami objektov, ktoré maja prislusni vlastnost. Tento zamer sa zacal napliaft
uz pri algebraizacii logiky napr. prostrednictvom Booleovych algebier, a teéria mnozin
je iba jeho jemnejSie Strukturovanym dovisenim. Treba si v8ak uvedomit, Ze je to zamer
znacne problematicky. Plasticky to ilustruje priklad uvaddzany este De Morganom. Nech
nas zakladny obor objektov pozostava z 6smich planét Slnecnej stistavy: Merkur, Venusa,
Zem, Mars, Jupiter, Saturn, Uran a Neptun. VSetkych moznych vlastnosti tychto planét,
o ktorych moZno uvazovat, je nepredstavitelné mnozstvo: od hmotnosti, skupenstva
a povrchovej teploty, cez periddu rotacie okolo vlastnej osi, dobu obehu okolo Slnka
a vzdialenost od neho, az po pocet obeznic (mesiacov), pritomnost atmosféry, vyskyt
vody, ¢i existenciu zivota, atd. Na druhej strane, dosledné uplatiiovanie extenzionalneho
hladiska ndm vnucuje absurdny zéver, ze vSetkych moznych vlastnosti prvkov tohto
(i ktoréhokolvek iného) osemélenného stiboru je len 2% = 256.

Druhym zo spominanych vedicich zamerov je vyklad ¢o mozno najviac zoskupeni
objektov ako samostatné objekty. Jednym z dosledkov uplatiiovania tychto zdmerov je
aktualizacia oboru vSetkych podmnozin danej mnoziny, teda moznost vytvorit ku kazdej,
¢o aj nekoneénej mnozine X mnozinu P(X) = {A: A C X} vSetkych jej podmnozin.
Ako neskor uvidime, naplianie tychto zdmerov mé svoje medze. Ich bezstarostné uplat-
novanie vedie k paradoxom, ¢i dokonca sporom v ramci Cantorovej tedrie. Preto je
potrebné ich uplatiiovat opatrne a hladat pravidla, ktoré by ich uplatiiovanie obmedzo-
vali a regulovali.

Fascinujuci novatorsky pohlad do sveta nekoneénych mnozin sa Cantorovi neotvoril
naraz, lez jeho osvetlovanie priebiehalo postupne, spociatku v krokoch v celku nenapad-
nych. Otazky konvergencie postupnosti bodov na priamke a postupnosti funkcii ako aj
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otazky klasifikacie roznych typov bodov nespojitosti funkcii si vyziadali podrobnejsie
objasnenie struktury realnych ¢isel. V Cantorovom pristupe je kazdé redlne ¢islo urcené
postupnostou racionalnych ¢&isel, spliiajacej tzv. Cauchyho-Bolzanovu podmienku, ako
jej limita. Pritom dve takéto postupnosti {a,}, {b,} uréujua to isté realne ¢islo prave
vtedy, ked postupnost ich rozdielov {a, — b,} konverguje k nule. Takto su vlastne i
jednotlivé redlne cisla reprezentované ako isté aktualne nekonec¢né objekty. Ich aktuali-
zacia tak uz predpoklada aktualizaciu definicného oboru prislusnych postupnosti, ¢ize
nekonecnej mnoziny vsetkych prirodzenych cisel. Aktualizdcia mnoziny vSetkych redl-
nych ¢isel, ktort stotoznujeme s mnozinou bodov na priamke, je potom dalsim logickycm,
i ked zdaleka nie samozrejmym krokom pri tomto postupe.

Pri hlbSom studiu trigonometrickych radov a dalSich otdzok matematickej analyzy
svojej doby zacal Cantor systematicky vyuzivat operédciu derivdcie bodovej mnoZiny A,
ako mnoziny A’ vSetkych hromadngch bodov mnoziny A (t.]. takych bodov p, v ktorych
Tubovolne malom okoli sa nachédza nejaky bod a mnoziny A, rézny od bodu p). Tato
operaciu mozno iterovat fubovolny kone¢ény pocet krat podla rekurzivnej schémy

A0 — 4 Alnt1) (A(n))’

No nielen to, vo chvili, ked st k dispozicii vSetky derivacie koneénych radov A, mozno
vytvorit derivaciu nekone¢ného radu

AC) — A A AR A A A = ﬂA(”)
n=1

a opit pokracovat:

Alorntl) — (glookm))! | 2(200) ﬁ Alootm) A0 ﬁ Aleo)
n=1 n=1
A = ﬁ A Al = ﬁ AT AT ﬁ AT
n=1 n=1 n=1

Zameranim sa na usporiadanie tychto po sebe vykonévanych krokov Cantor objavil
nekonecné ordinalne c¢isla, ktoré nadvizuju na (konec¢né) prirodzené ¢isla. Na ordindlne
¢isla mozno navyse prirodzenym spoésobom rozsirit aritmetiku prirodzenych ¢isel s ope-
raciami s¢itania, nasobenia aj umoctiovania. To si vSak vyziadalo zaviest $pecifickejSie
znacenie nekonec¢nych ordinalnych ¢isel. Kvoli tomu nahradil znak oo znakom w. Za-
¢latok radu ordinalnych ¢isel potom pri trochu podrobnejsiom pohlade a neustéle sa
zrychlujicom postupe vyzera priblizne takto:

01,2, ....n,n+1, ... w,w+1l,w+2, ..., w+n, ... 2w, 2w+1, ...

w
wWwi41, Wi Fw, 207w W Wt W

Dalsi, odlisny typ nekonecénych éisel Cantor objavil pri porovnavani ,,velkosti“ neko-
neénych mnozin, vychadzajicom z porovnavania velkosti koneénych mnozin na zéklade
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poctu ich prvkov. Tento ,,zovSseobecneny pocet prvkov* mnoziny nazval jej kardindlnym
¢islom alebo mohutnostou. Dve mnoziny A, B maju rovnaké kardinédlne ¢islo, oznace-

nie |A| = |B|, ak existuje bijektivne zobrazenie f: A — B. Hovorime, 7Ze kardinalne
¢islo mnoziny A je mensie ako kardinalne ¢islo mnoziny B, symbolicky |A| < |B|,
ak existuje injektivne zobrazenie f: A — B a neplati |A| = |B|. Aj kardinélne ¢isla

rozsiruju prirodzené ¢isla (ktoré sluzia ako kardinélne ¢isla koneénych mnozin) a taktiez
na ne mozno prirodzene rozsirit aritmetiku prirodzenych ¢isel so séitanim, nasobenim
aj umocnovanim. Ordindlna a kardindlna aritmetika sa vSak zésadne lisia: zatialco
kardinalne scitanie i nasobenie st komutativne, pre ordinalne ¢isla napr. plati

ltw=w<w+1 w-2=w<2- w

Pre kardindlne ¢islo mnoziny N vSetkych prirodzenych ¢isel Cantor zaviedol oznacenie
Ng = |N| (R, ¢itaj alef, je prvé pismeno hebrejskej abecedy) a mnoziny mohutnosti
Ng nazval spocitatelngmi (abzdihlbar). Bezprostredne nasledujtce kardinélne ¢islo RX; =
|2| zodpoveda mnozine 2 vSetkych ordinalnych ¢isel, ktoré maji nanajvys spocitatelne
mnoho predchodcov. Kardinédlne ¢islo mnoziny R vSetkych realnych ¢isel nazval Cantor
mohutnostou kontinua a oznaéil ho ¢ = |R|. Podarilo sa mu ukazat, ze ¢ = 2%, kde
2% = |P(N)| je mohutnost mnoziny vietkych podmnozin mnoziny N, ako aj nerovnost
| X| < |P(X)| = 2% pre kazdt mnozinu X. Dlho sa potom snazil dokazaf rovnost ¢ = R,
avSak bezvysledne. Tato rovnost dostala meno hypotéza kontinua a ocitla sa na prvom
mieste v slavnom Hilbertovom zozname 23 problémov, ktory predostrel matematickej
verejnosti vo svojom vystupeni na II. Medzindrodnom matematickom kongrese v Parizi
v r. 1900. O tom, ako bol tento problém vyrieseny, sme sa uz strucne zmienili v zavere
paragrafu venovaného neeuklidovskej geometrii.

Cantorovi sa vSak podarilo dokéazat rad prekvapivych vysledkov. Lubovolny interval
mé rovnakd mohutnost ako celd mnozina R. Priamka R aj tsecka (t.j. interval) [0, 1]
maji rovnakt mohutnost ako rovina R? = R x R ¢&i §tvorec [0, 1]? = [0, 1] x [0, 1]. Z toho
mozno odvodit, ze kontinuum lubovolnej koneénej dimenzie ma rovnaki mohutnost (¢ize
obsahuje , rovnako vela bodov*“) ako jednorozmerné kontinuum. To okrem iného — v proti-
klade s Cantorovym povodnym ocakavanim — znamend, ze kardinalne ¢islo je prilis hruby
invariant nato, aby pomocou neho bolo mozné zachytit dimenziu bodovej mnoziny. Dalej,
mnozina Q vSetkych raciondlnych ¢isel aj mnozina A vSetkych (redlnych) algebraic-
kych &isel® st spoéitatelné, teda maji mohutnost Ny. Na druhej strane, mnozina R
vSetkych redlnych ¢isel ma mohutnost ¢ > Xy. Tym Cantor podal iste existenény dokaz
existencie transcendentngch (t.j. nealgebraickych) realnych ¢isel bez toho, aby ¢o i len
jedno zostrojil.

Zachytenie mohutnosti nekone¢nych mnozin ich kardinalnymi ¢islami, pripadne struk-
tary takzvanych dobre usporiadaniych mnozin* ich ordinalnymi ¢islami, spolu s mozno-
stou rozsirit na tieto ¢isla aritmetiku koneénych prirodzenych ¢isel, zmenili Cantorovo
naladenie voc¢i tym podobam javu nekonec¢na, ktoré predstavovali. Na jednej strane mu

3Redlne, pripadne komplexné ¢islo ¢ nazyvame algebraickym, ak existuje polyném f(z) = =" +
a1z 1 + ...+ ap_1x + an s racionalnymi koeficientmi a1, ...,an € Q taky, ze f(c) = 0.

4Usporiadant mnozinu (X; <) nazyvame dobre usporiadanou, ak kazda jej neprazdna podmnozina
ma najmensi prvok.
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to pomohlo prekonat zdbrany vykladat si toto nekonecno ako aktuélne. To viedlo v istom
zmysle k znevazeniu tohto typu nekonecna prejavujiicej sa v novych nazvoch ako trans-
finitné€ mnoZiny ¢i transfinitné ¢isla, ktoré mali naznacovat, Ze tvoria iba akysi medzi-
stupen medzi konecnom a ,,pravym* ¢i ,,skuto¢nym® nekonecnom predstavovanym napr.
oborom vbbec vsetkych mnozin ¢i obormi vobec vsetkych kardinalnych alebo ordinalnych
¢isel. Na druhej strane, pohlad do hibok tjchto novootvorenjch oborov vyvolava zavrat,
ktory sa na formalnej rovine prejavuje nemoznostou ich aktualizacie: ak pripustime,
Ze existuje mnozina vobec vSetkych mnozin alebo mnozina vobec vsetkych kardinalnych
resp. ordinalnych ¢isel, dospejeme k sporu. Cantor preto tieto obory nazyva nekonzistent-
nymi mnoZinami a pevne veri, Ze hroziace spory bude mozné prekonat hlbsim stiadiom
principov tvorby mnozin. Vynimkou je Russellov paradox, publikovany az v r. 1903,
ktory sa rovnako tyka Fregeho Grundgesdtze ako Cantorovej tedrie mnozin a prave
jednoduchostou svojej formulacie znacne otriasol Cantorovou doverou vo vlastna tedriu.
Cantor si zaroven dobre uvedomoval, Ze svojim vykladom nekonec¢na ako aktudlneho
narusa paradigmu rozhodujicou mierou prevladajicu v matematike aj vo filozofii od ¢ias
staroveku. Oporu nachédzal v krestanskej teoldgii, podla ktorej nekoneéno aktuélne exis-
tuje, stic Bozim atribtatom, pokial ide o mieru Jeho vSemohtuicnosti, vSevedicnosti, lasky
a milosrdenstva. No v zapéti musel ¢elit namietke, Ze svojou tedriou nartsa Bozi narok na
jedine¢nost a vyluc¢nost byt nositefom tychto atribitov. Cantor vSak bol presvedéeny, ze
jeho tedria mnozin nielen Ze nie je herézou, ale bola mu naopak zoslana z nebies ako zjave-
nie novej hlbokej pravdy spolu s poslanim §irit ju dalej. Tu mu objavené paradoxy tak
povediac hrali do karat, lebo vymedzovali ,,oblast transfinitna* ako pristupna ludskému
intelektu a odelovali ju od oblasti , pravého®, t.j. absolitneho a neaktualizovatelného
nekonecna, vymykajiceho sa ludskému rozumu a spadajiceho vyluéne do Bozej kompe-
tencie. Aby vsak nadobudol istotu, ze aktuélne nekone¢no pritomné v jeho nekoneénych
mnozinach a nekonec¢nych kardinalnych a ordinalnych c¢islach nie je v rozpore s cirkevnym
uéenim, obratil sa na dvoch poprednych rimsko-katolickych myslitelov svojej doby: na
knaza, teologa a filozofa Konstantina Gutberleta a na jezuitského teoléga zaoberajiceho
sa otdzkami cirkevnej dogmatiky, kardinala Johannesa Franzelina, s ktorymi si vymenil
viacero listov. Obaja teolégovia reagovali na Cantorove myslienky privetivo a s porozu-
menim. A po nie prilis dlhej diskusii s nim zhodne dospeli k nazoru, ze jeho tedria mnozin
neprotireci uceniu cirkvi, a uznali, ze aktudlizacia nekonec¢na pritomného v nekonec-
nych mnozinach a v transfinitnych kardinalnych a ordinalnych c¢islach nie je narusenim
Bozieho majestatu. Naopak, Cantorove objavy prispievaja k vicsej slave Bozej.

V roku 1908 uverejnil nemecky matematik Ernst Zermelo (1871-1953) axiomaticky
systém tedrie mnozin, v ktorom sa mu podarilo zachovat vSetky podstatné vlastnosti
Cantorovej tedrie a zaroven sa vyhnut vSetkym zndmym mnozinovym paradoxom. Do-
siahol to za cenu istého syntaktického obmedzenia vlastnosti, na ktoré mozno apliko-
vat spominany vymedzovaci princip, ako aj poziadavkou, Ze nové mnoziny (az na tri
vynimky) vymedzujeme ako ¢asti vopred danych mnozin. Ako v§ak sdm poznamenéava,
dokazat bezospornost jeho systému (t.j. fakt, ze sa v iom nemoéze vyskytnat vobec ziad-
ny spor) sa mu nepodarilo. Zermelov systém neskor doplnili Abraham Fraenkel (1891 az
1965) a samotny Zermelo. Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém s axiémou vyberu,
skratene oznacovany ako ZFC, je dodnes najrozsirenejSou axiomatizaciou tedrie mnozin.
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Int axiomatizaciu tedrie mnozin, blizsiu duchu logicizmu v zmysle Fregeho a Russella,
navrhol v r. 1937 americky filozof a logik Willard Van Orman Quine (1908-2000). Jeho
systém nazyvany New Foundations, skratene NF, pripusta univerzédlnu mnozinu (t.j.
mnozinu vSetkych mnozin), pricom paradoxom sa vyhyba tak, ze Cantorov vymedzo-
vaci princip uplatniuje len pre vlastnosti, ktorych syntakticka forma vopred vylucuje
autoreferenciu. New Foundations vSak maju rad bizarnych znakov a v tlohe zdkladov
matematiky sa prilis neujali. Dokonca aj otazka relativnej bezospornosti systému NF
voci systému ZFC predstavuje dodnes otvoreny problém.

V roku 1914, v predvecer 1. svetovej vojny, vychadza kniha Zdklady teorie mnozZin
(Grundzige de Mengenlehre) od Felixa Hausdorffa (1868-1942). Po skonceni vojny sa
z nej na dlhy cas stane najrozsirenejsia ucebnica a zaroven referencna monografia tedrie
mnozin. Jej druhé, prepracované a skratené vydanie vychadza pod strué¢nym nazvom
Teoria mnozin (Mengenlehre) v r. 1927. Okrem sytematického vykladu samotnej tedrie
mnozin kniha obsahuje partie venované usporiadanym mnozinam, topoldgii (t.j. bodo-
vym mnozindm), mnozinovému pristupu k tedrii miery a pravdepodobnosti, ako aj
k matematickej analyze a tedrii funkcii. Hausdorff v nej uviedol do Zivota pristup,
ktory sa v matematike v priebehu 20. storoc¢ia postupne presadi a prevladne v rozhodu-
jucej miere: Studovat rozmanité matematické tedrie prostrednictvom ich mnozinovych
modelov. Tedria mnozin totiz nielen Ze poskytuje ,dostatok priestoru“ na spritom-
nenie moznych Struktir réznych tedrii v mnozinovom univerze, ale tiez dava tymto
tedéridm k dispozicii univerzalny jazyk umoznujuci studovat ich jednotnym sposobom a
zaroven odhalovaf vztahy medzi nimi. Tedria mnozin sa tak stéava zarukou vytuzenej vni-
tornej jednoty celej matematiky. Podla Hilberta je to ,raj vytvoreny pre nas Cantorom,
z ktorého nas nikto nemoze vyhnat“. O to paléivejSou sa tak stdva tiloha dokéazat bezo-
spornost tedrie mnozin — podla moznosti rovno jej axiomatického sytému ZFC, ale pre
zaclatok by stacilo dokazat aspon bezospornost nejakého jej fragmentu dostatoéného na
vybudovanie aritmetiky prirodzenych a realnych cisel a zakladov matematickej analyzy.

To sa Tahko povie, ale tazko urobi. Vébec totiz nie je jasné, ako by bolo treba pri
takom dokaze postupovat. Bezne sa dokazuje bezospornost jednej tedrie za predpokladu
bezospornosti inej; napr. za predpokladu bezospornosti euklidovskej geometrie vieme
dokazat bezospornost geometrie hyperbolickej (a naopak). Avsak pre tedriu, ktord ma
zohraf Ulohu zdkladov matematiky, uz s relativhym dokazom bezospornosti, odvolava-
jucim sa na bezospornost nejakej inej ,eSte zakladnejsej“, tedrie nevystacime. Potre-
bujeme nejaky ,absolutny“ dékaz. Sledujuc tento ciel Hilbert v 20. rokoch 20. storocia
navrhol a rozpracoval program formalizdcie matematiky, ktory umoziioval reprezentovat
dokazy v tej ktorej tedrii ako koneéné postupnosti znakov s istou zretelne rozpoznatelnou
syntaktickou Struktirou. Dokézat bezospornost takto formalizovanej tedrie potom uz len
vyzaduje overit, ze medzi dokazmi v jej rdmci sa nemdze vyskytnit dvojica presne Speci-
fikovaného tvaru, zodpovedného za spor v tedrii. Ako vSak vyplyva z vysledkov Kurta
Godela (1906-1978) z r. 1930, ciele Hilbertovho programu nie je mozné naplnit.

2.8 Rozliéka s historiou

Zostava dopovedat, ze v priebehu 20. a pociatkom 30. rokov 20. storo¢ia dochédza k roz-
poznaniu centralneho postavenia logiky prvého radu ako — aspon z hladiska matematiky
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— najdolezitejsej ,,vrstvy“ matematickej logiky. Prispeli k tomu najmé prace noérskeho
matematika a logika Thoralfa Skolema (1881-1963) a Godelov dokaz vety o dplnosti
logiky prvého radu z r. 1929. To bolo potvrdené aj dalsim vyvojom v pracach polsko-
amerického matematika a logika Alfreda Tarského a jeho ziakov v medzivojnovom Pol-
sku a neskor v USA, sovietského matematika Anatolija Ivanovi¢a Malceva (1909-1967),
izraelsko-amerického logika a aplikovaného matematika Abrahama Robinsona (1918 az
1974) a mnohych dalsich, ktori otvorili logike Siroké pole aplikacii v matematike. Po-
stupne tak etablovali novii matematicku disciplinu, neskdor nazvana teoriou modelov.
Teériu modelov mozno do istej miery povazovat za ,metamatematiku algebry“. Vytvéara
totiz vSeobecny ramec pre a poskytuje jednotiaci pohlad na rozne algebraické discip-
liny, éim umoznuje odhalit ich ¢asto skryté vzajomné suvislosti. Ako vSak ukazuje pri-
klad Robinsonovej nestandardne;j analyjzy, aplikdciami v algebre sa jej moznosti zdaleka
nevycerpavaju.

Burlivy rozvoj matematickej logiky nastupeny v 20. a 30. rokoch sa este urychlil po
I1. svetovej vojne a pokracoval po zvysSok 20. storocia az do stcasnosti. Je jednoducho
nemozné ¢o i len nacrtnat jeho priebeh v rdmci obmedzeného rozsahu tejto ucebnice.
Preto zmenime $tyl a sposob nésho vykladu a dalsi vyvoj matematickej logiky uz nebu-
deme sledovat z historickej perspektivy. Miesto toho sa zameriame na vecny obsahovy
vyklad jej hlavnych stcasti: vyrokového poctu, logiky prvého radu a malej ukazky teorie
modelov. Medzi druhtu a tretiu zo spominanych tém vlozime este kapitolu venovani
slavnym Godelovym vetdm o neuplnosti a struénému zamysleniu sa nad ich filozofickymi
dosledkami.
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3 VYROKOVY POCET

Vyrokovy pocet, nazyvany aj logika nultého radu, skiima Strukturu istého fragmentu
spolo¢ného pre prirodzené jazyky ako aj pre jazyky vedeckych tedrii. Tento fragment
tvoria abstraktné vzory alebo formy vyrokov ¢i tvrdeni, ktoré sa v nich vyskytuju, ako
aj vztahy medzi nimi, na ktoré mozno usudzovat na zdklade ich formy. To ndm umozni
uplny popis platnych argumentov v terminoch strukturalnych relacii medzi formami ich
sucasti.

Zaroven sa budeme spoliehat na to, Ze nasi Gitatelia st uz do istej miery obozndmeni
s vyrokovym poctom, vratane logickych spojok a ich vyznamu, tabuliek pravdivostnych
hodnot, tautoldgii, atd. To ndm umozni stustredit sa na niektoré ,filozofické“ aspekty
vyrokového poc¢tu a vyuzit tito zndmu a pomerne elementarnu latku ako platformu pre
vyklad istych tém a otazok, ktoré sa neskér znovu objavia v naro¢nejsej podobe v ramci
predikatového poctu.

3.1 Vyroky a vyrokové formy

Vyrok alebo tvrdenie je zmysluplna vypoved, ktord mé podobu oznamovacej gramatickej
vety a je bud pravdiva alebo nepravdivd, pricom je nepodstatné, ¢i my alebo ktokolvek
iny dokaze o jej pravdivosti rozhodnit. Hovorime, Ze pravdivostnd hodnota vyroku je 1,
ak je pravdivy, a 0, ak je nepravdivy.

Z danych vyrokov méZzeme vytvorit nové ich kombinaciami pomocou unarnej logicke;j
spojky nie a binarnych logickych spojok a, alebo, ak ... tak, prdve vtedy ked, bud ...
alebo, ani ... ani, atd. Vyrokovy pocet sa zakladd na nasledujicom fundamentalnom
pozorovani:

Ak A je vyrok vytvoreny urcitym sposobom z nejakijch jednoduchsich vyrokov
P1, - .-, Pn Pomocou logickych spojok, tak pravdivostni hodnotu A mozZno ur-
¢t len na zdklade pravdivostngch hodnaot vijrokov py, ..., pn, a sposobu ich
spojenia, akym vytvdraji vyrok A, bez ohladu na vijznam a obsah dielcich vy-
rokov p1, ..., Pn-

Inak povedané, pravdivostni hodnotu vyroku A mozno vypocitat z pravdivostnych hod-
not jeho zloziek pq, ..., p, a abstraktného vzoru alebo formy vyroku A.

V désledku toho predmetom vyrokového poctu nie sii primarne samotné vyroky ale
formy, aké mézu vyroky nadobudat podla toho, ako su zlozené z jednoduchsich vyrokov
pomocou logickych spojok. Tieto abstaktné formy nazyvame vyrokovymi formami; si
to vyrazy (slovd) istého forméalneho jazyka, ktory teraz zavedieme. Za téelom popisu
syntazxe jazyka vyrokového poctu kodifikujeme jeho symboly a opiseme sposob, akym st
generované jeho slova.

Jazyk vyrokového poctu mé nasledujice symboly rozdelené do troch skupin:

e Vyrokové premenné: p, q, r, po, p1, P2, ---, ¢, ¢, ...

e Logické spojky: = (nie), A (a), V (alebo), = (ak ... tak pripadne implikuje),
& (prdave vtedy ked) (stacili by dve)

e Pomocné symboly: (, ) (zdtvorky) (dalo by sa zaobist aj bez nich)
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Znakom P oznac¢ime mnozinu vSetkych vyrokovych premennych. Budeme predpokladat,
Ze mnozina P je nekone¢nd aspoii v potencidlnom zmysle, to znamena, ze vzdy, ked mame
dany akykolvek koneény zoznam vyrokovych premennych py, ..., p,, mdoZeme najst ne-
jakll novi vyrokovi premennu ¢, ktora sa nenachadza v tomto zozname, a zaroven ze
vSetky vyrokové premenné p € P mozno zasadit do vzajomne jednoznacnej koreSpoden-
cie s prirodzenymi c¢islami n € N.

Vyrokové formy st urcité konecné postupnosti, t.j. slova, pozostavajice zo skor uve-
denych symbolov. Mnozina VF(P) vSetkych vyrokovych foriem nad mnozinou vyroko-
vych premennych P je definovana rekurzivne ako najmensia mnozina, ktora obsahuje
vSetky vyrokové premenné a je uzavretd vzhladom na aplikdciu logickych spojok. Inak
povedané, je to najmensia mnozina, ktora spliia nasledujice dve podmienky:

1° P C VF(P)

(kazda vyrokova premenné p € P je vyrokova forma nad mnozinou P)

2° Ak A, B € VF(P), tak -A,(AAB),(AV B),(A= B),(A< B) € VF(P)
(ak slova A, B st vyrokové formy nad mnozinou P, tak aj slovd —A, (A A B),
(AV B), (A= B) a (A< B) st vyrokové formy nad P)

Vzhladom na 1° vyrokové premenné niekedy nazyvame atomickymi vijrokovymi formami.
V dosledku spocitatelnosti mnoziny P vSetkych vyrokovych premennych je aj mnozina
VF(P) vSetkych vyrokovych foriem nad P spocitatelna.

Mnozinu VF(Q) vSetkych vyrokovych foriem nad akoukolvek neprazdnou mnozinou
vyrokovych premennych Q C P mozno definovat analogicky. Speciilne pre koneénii
mnozinu Q = {p1,...,p,} kladieme

Kedze kazda vyrokova forma A € VF(P) je vytvorend z atomickych vyrokovych foriem
koneénym poc¢tom pouziti pravidla 2°, mozeme vzdy najst koneény pocet vyrokovych
premennych py,...,p, € P takych, ze A € VF(p1,...,pn)-

Ak A, B st vyrokové formy, tak vyrokova formu —A nazyvame negdciou A, a vyrokové
formy (AAB), (AV B), (A = B) a (A < B) nazyvame porade konjunkciou, disjunkciou
alebo alternativou, implikdciou a ekvivalenciou A a B.

3.1.1 Poznamka. (a) Podla poslednej definicie st nie vSetky kone¢né postupnosti sym-
bolov jazyka vyrokového poétu vyrokové formy. Lahko mozno rozpoznat, Ze napr. vyrazy
D, q, 7, D, (DAq), (=p=1), (pAq)V (—p = 1)) st vyrokové formy, zatial ¢o vyrazy ako
(p—q), —pp =)(r— vyrokovymi formami zrejme nie st. UZ menej zrejmy je vSak fakt, ze
ani ziaden z vyrazov p A q, -p = r, (p A q) V (-p = r) nie je vyrokovou formou, hoci
sme asi néchylni ich za vyrokové formy uznat. V snahe zmierif uvedenti definiciu s nasou
intuiciuou a obvyklou praxou prijmeme dohodu, ze krajné vonkajsie zatvorky (ktoré
st oé¢ividne nadbytocné) budeme vo vyrokovych forméach vynechavat. Takze vyrazy ako
napr. pAq, =p = r, (pAq)V (—p = r) budeme porade chapat ako oznacenia vyrokovych
foriem (p A q), (-p =), ((pAq) V (-p = 1)), apod.

(b) Zatvorky by sme mohli tplne oZeliet a miesto nich pouzivat tzv. polski notdciu.
V tom pripade by bod 2° uvedenej definicie bolo treba modifikovat takto:



39

2* Ak A, B € VF(P), tak ~A, NAB, VAB, = AB, < AB € VF(P)
(ak vyrazy A, B st vyrokové formy nad mnozinou P, tak aj vyrazy —A, A AB,
VAB, = AB a < AB st vyrokové formy nad P)

Napriklad zapis vyrokovej formy (p A q) V (—p = r) by v polskej notacii vyzeral takto:
VApq= —pr

Akokolek tazkopadny a fazko ¢itatelny nam uvedeny zapis moze pripadat, treba si uve-
domit, ze z hladiska pocita¢ového spracovania je tento aspekt prakticky bezvyznamny.

(c) Napriek menam, ktorymi sme logické spojky nazvali v snahe poukéazat na ich
zamyslané roly, zatial ich treba chapat ako puhe grafické symboly zbavené akéhokolvek
vyznamu. Svoj obvykly vyznam nadobudnu az neskér, ked vybudujeme sémantiku vy-
rokového poctu.

(d) Este poznamenajme, ze znaky A, B, C, ktorymi oznac¢ujeme Iubovolné vyrokové
formy, ako aj znak P a vyraz VF(P), ktoré oznac¢uji mnozinu vSetkych vyrokovych pre-
mennych resp. mnozinu vSetkych vyrokovych foriem, atd., nepatria do jazyka vyrokového
poctu. Su to znaky pripadne vyrazy istého metajazyka, ktory pouzivame pri studiu vy-
rokového poctu.

Obréafme eSte pozornost ¢itatela na ti okolnost, ze VF(P) je najmensia mnozina,
ktora splitia podmienky 1° a 2°. Tato nendpadnéa poziadavka nam déva do rak silny
prostriedok na dokazovanie faktov o vyrokovych forméach. Ide menovite o metédu doka-
zov indukciou podla zloZtosti: Ak chceme dokézaf, Zze vSetky vyrokové formy maju ista
vlastnost, sta¢i overif, Ze mnozina vsetkych vyrokovych foriem s touto vlastnostou splia
skor uvedené podmienky 1° a 2°.

3.1.2 Veta. Nech M C VF(P) je lubovolnd mnoZina vjrokovych foriem, ktord splia
nasledugice dve podmienky:
1°PCM
(kaZdd vyrokovd premennd p € P patri do mnoZiny M )
2° Ak A,Be M, tak -A, ANB, AVB, A= B, A BeM
(M je uzavretd vzhladom na tvorbu vyrokoviych foriem pomocou logickych spojok)
Potom M = VF(P), c¢ize kazdd vyrokovd forma nad P patri do M.

Citatel by mal porovnat indukciu podla zloZitosti s beznou metédou indukcie pouzi-
vanou pri dokazovani, Ze vetky prirodzené ¢&sla spliiajia ista vlastnost: Kedze mnozina
N vsetkych prirodzenych cisel je najmensia mnozina, ktora obsahuje ¢islo 0 a je uzavreta
vzhladom na operéaciu nasledovnika n — n—+1, nato, aby sme dokazali, Ze urcitd mnozina
M C N obsahuje vsetky prirodzené ¢isla, t.j. M = N, staci overit, ze 0 € M a pre kazdé
n € M plati n +1 € M. Pri indukcii podla zloZitosti tlohu ¢isla 0 zohravaju vyrokové
premenné p € P a tulohu operacie nasledovnika preberaju logické spojky. Uz v tejto
chvili mozeme predvidaft, Ze na ucely dékazov indukciou by bolo Ziadtice minimalizovat
pocet logickych spojok, pre ktoré treba overit podmienku 2°. K tejto otazke sa vratime
v nasledujicom paragrafe.
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3.2 Interpretécie, tabulky pravdivostnych hodnét a logicka ekvivalencia

Vzapati po syntaxi vybudujeme sémantiku vyrokového poctu. Pripomenme si, ze v logike
neberieme do tvahy obsah vyrokov a vyrokové formy st naozaj zbavené akéhokolvek ob-
sahu. Jednako, stdle mézeme skuimat situacie, v ktorych by boli pravdivé alebo neprav-
divé. Tieto situacie, ktoré nazveme interpretaciami alebo pravdivostnymi ohodnote-
niami, budt predstavovat spdsob, ako mozno vyrokovym formam predsa len priradif
urc¢ity, akokolvek obmedzeny vyznam.

Pre zaciatok zavedieme boolovské algebraické operacie na dvojprvkvej mnozine {0, 1}
pravdivostnych hodnét 0 (nepravda) a 1 (pravda) zodpovedajtce logickym spojkdm a
znacené rovnakymi symbolmi. St dané nasledujicimi tabulkami:

- [0 |1 A0 |1 v 101 =011 < (01
110 01010 0101 011 110
1101 11111 1 (01 1 (01

Vo vyrokovom pocte nazyvame intepretdciou alebo pravdivostnym ohodnotenim Iubo-
volné zobrazenie I: P — {0,1}, t.j, lubovolné priradenie pravdivostnych hodnot 0
alebo 1 vyrokovym premennym. Intuitivne taka interpretacia predstavuje moznu siuaciu
opisanu prostrednictvom priradenia pravdivostnych hodnét vyrokovym premennym.

Kazdu interpretaciu I: P — {0, 1} rozsirime do zobrazenia I: VF(P) — {0, 1}, ktoré
oznacujeme rovnakym symbolom a stale nazyvame intepretaciou alebo pravdivostnym
ohodnotenim, nasledujicou rekurzivnou definiciou:

I(~A)=~I(A)  I(AAB)=I(A)AI(B)  I(A= B)=I(A) = I(B)

pre vsetky A, B € VF(P), za predpokladu, ze hodnoty I(A) a I(B) uz boli definované.
Namiesto I(A) = 1 hovorime, Ze A je pravdiva alebo splnend v interpretacii I; I1(A) = 0
znamena, ze A je nepravdiva v interpretacii A.

Citatel by si mal uvedomit nasledujtice dve skutoénosti:

e V kazdej vyssie z uvedenych rovnosti symboly —, A, V, =, < oznacuju logické spoj-
ky na pravej strane, zatial ¢o na lavej strane oznacuji im zodpovedajtice boolovské
operécie na mnozine {0, 1}.

e Symbol rovnosti = a znaky I, J oznacujice Tubovolné pravdivostné ohodnotenia
patria do nasho metajazyka, a nie do jazyka samotného vyrokového poctu.

Az od tejto chvile a vdaka tabulkdm operécii —, A, V, = a < na mnozine {0, 1} prav-
divostnych hodnét mozu prislusné logické spojky opravnene niest svoje ndzvy negdcie,
resp. konjunkcie, alternativy alebo disjunkcie (v nevylu¢ovacom zmysle), implikdcie a
ekvivalencie.

Lahko mozno nahliadnut, Ze uvedené rekurzivna definicia je v istom zmysle redun-
dantnd. Stacilo by popisat rozsirenie zobrazenia I: P — {0,1} vzhladom na negéciu —
a ktortkolvek jednu z logickych spojok A, V, =; zvy$né rovnosti by uz boli splnené auto-
maticky. Inak povedané, zobrazenie I: VF(P) — {0, 1} je interpretéciou prave vtedy, ked
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spliia rovnost I(—A) = —I(A), a ktorukolvek jednu z rovnosti I(AA B) = I(A) A I(B),
I(Av B) = I(A) vI(B), I(A = B) = I(A) = I(B) pre vsetky A,B € VF(P).
V dosledku toho mozno pojem interpreticie (pravdivostného ohodnotenia) definovat
elegantnejSim spdsobom: Je to zobrazenie I: VF(P) — {0,1} zachovavajice operacie
algebier (VF(P); A, V, ), ({0,1}; A, V, ), teda homomorfizmus I: (VF(P); A,V,—) —
({0, 1} AV, ).

Upresnime prave diskutovant otazku. Dve vyrokové formy A, B € VF(P) nazveme
logicky ekvivalentymi, ak I(A) = I(B) pre kazdu interpretaciu I: P — {0,1}; v tom
pripade pisSeme A = B. (Treba si uvedomit, ze znak =, podobne ako znaky A, B, C,
P, I, J alebo vyraz VF(P), nepatri do jazyka vyrokového poctu — opit je to znak
nagho metajazyka.) Citatel by si mal samostatne overit, Ze reldcia logickej ekvivalencie
je reflexivna, symetricka a tranzitivna, teda je to naozaj relacia ekvivalencie.

Je zname, ze hociktora z dvojic (=, A), (=, V), (—=,=) tvori uplny systém logickych
spojok, to znamena, ze kazda vyrokova forma A € VF(P) je logicky ekvivalentna s neja-
kou vyrokovou formou A’, ktord obsahuje rovnaké vyrokové premenné ako A, a vyskytuji
sa v nej vyluéne logické spojky z jedinej (a to ktorejkolvek) z uvedenych troch dvojic.

Ak si za primitivne spojky zvolime —, A, tak zvy$né spojky mozno zaviest ako skratky
za vyrokové formy vpravo:

AV B =-(-AN-B)

A@BE—!(A/\—'B)
A< B=-(AN-B)AN—-(-AAB)

Zvoliac — a V ako primitivne spojky, dostaneme

ANB=-(-AV-B)
A= B=-AVB
A& B=-(-(AV-B)V-(-AV B))

Konecne, ak si ako primitivne spojky vyberieme — a =, budeme mat

A/\BEﬁ(AZ}ﬁB)
AvVvB=-A= B
A& B=(A= -B)= -(-A= B)

Z toho je jasné, ze v rekurzivnej definicii pojmu vyrokovej formy v predoslom paragrafe
by bolo stacilo pouzit unarnu spojku — a ktorikolvek jednu z troch bindrnych spojok
A, V, =; stvrta binarna spojka < sa stava v kazdom pripade zbytoc¢nou.

Dalej budeme vyuzivat logickt ekvivalenciu asociativity logickych spojok A a V

(AAB)ANC=AN(BANC) a (AVvB)VC=AvV(BVC(O)

pre lubovolné vyrokové formy A, B,C' € VF(P). To nAm umoziuje vynechavat nadby-
toc¢né zatvorky v konjunkciach a alternativach lubovolného koneéného poétu vyrokovych
foriem a jednoducho pisat ANBAC, AVBVC, AyAN...NA,,, BLV...V B,, atd.
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Stoji za povSimnutie, ze by sme mohli vystacit aj s jedinou binarnou spojkou, meno-
vite so Shefferovym tahom | (Sheffer stroke, NAND operator), ktort mozno vyjadrit
pomocou — a A, alebo pomocou — a V takto:

A‘B Eﬁ(A/\B)E—!A\/—!B

Obratene, standardné logické spojky —, A a V mozno vyjadrit pomocou Shefferovho tahu
takto:

A= AlA
AN B = (A|B)|(A|B)
AV B = (A|A)|(B|B)

Ulohu néjst zodpovedajice vyjadrenia pre A = B a A < B prenechdvame &itatelovi.
Ina logicka spojka, ktora samotné staci na vyjadrenie vSetkych ostatnych, znama
pod nazvami Peirceova Sipka alebo Quineova dyka t (Peirce arrow, Quine dagger, NOR
operator), je dudlna k Shefferovmu tahu. Pomocou — a A, alebo = a V ju mozno vyjadrit
takto:
AJ[BE—!A/\_'BE—!(A\/B)

Vyjadrenie obvyklych logickych spojok =, A, V, = a < pomocou Peirceovej sipky T
prenechavame c¢itatelovi, rovnako ako vyjadrenie Shefferovho tahu pomocou Peirceovej
Sipky a obratene.

3.3 Tautolégie a dalSie triedy vyrokovych foriem

Pomocou pojmu interpretacie moézeme vymedzit viacero dolezitych tried vyrokovych
foriem. Hovorime, ze vyrokova forma A € VF(P) je

tautologia, ak I(A) =1 pre kazdu interpretaciu I: P — {0,1}

kontradikcia, ak if I(A) = 0 pre kazdd interpretaciu I: P — {0,1}

splnitelnd, ak I(A) = 1 pre aspon jednu interpretaciu I: P — {0,1}

vyvratitelnd ak I(A) = 0 pre asponi jednu interpretaciu I: P — {0, 1}

Za povsimnutie stoji dvojaka dualita medzi Styrmi prave zavedenymi pojmami:
vnutornd dualita

e A je tautoldgia prave vtedy, ked — A je kontradikcia

e A je splnitelna prave vtedy, ked —A je vyvratitelna
a vonkajsia dualita

e A je tautoldgia prave vtedy, ked A nie je vyvratitelna

e A je kontradikcia prave vtedy, ked A nie je splnitelna

Lahko mozno nahliadnut, Ze pre Tubovolné vyrokové formy A, B plati A = B prave
vtedy, ked vyrokova forma A < B je tautoldgia.

Otéazku, ¢i dana vyrokova forma A patri do tej ktorej z uvedenych tried, mozno
rozhodnit algoritmicky metédou tabuliek pravdivostniych hodnaét, vypoctom pravdivost-
nych hodnét I(A) pre vSetky interpretacie I: P — {0,1}. Vzhladom na fakt, Ze pre
nekonecntt mnozinu P je takych inerpretacii nekone¢ne mnoho, hra délezitu tlohu po-
zorovanie, ze stac¢i zaoberat sa len koneénym poc¢tom vhodnych intepretécii.
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3.3.1 Veta. Nech A € VF(P) je lubovolna vyrokovd forma takd, Ze vsetky vygrokové
premenné, ktoré sa v nej vyskytuju, su zahrnuté v zozname p,...,p,. Potom I(A) =
J(A) pre akékolvek pravdivostné ohodnotenia I,J: P — {0,1} také, Ze I(pr) = J(pk)
pre kazdé k =1,...,n.

Inak povedané, hodnota I(A) pravdivostného ohodnotenia I na vyrokovej forme A
zavisi iba na hodnotach I na kone¢nej mnozine vyrokovych premennych vyskytujacich
sa v A. Akokolvek zrejmy a intuitivne jasny nam tento fakt moze pripadat, jednako ho
dokazeme, najméi preto, aby sme ilustrovali metédu dokazu indukciou podla zlozitosti.

Este poznamenajme, Ze termin dokaz budeme poc¢ntc nasledujicim paragrafom pouzi-
vat vyluéne pre formalne dokazy vo vyrokovom pocte. Tie buda tvorit jednu zo stcasti
predmetu nasho skimania. Kvoli odliseniu budeme dokazy vysledkov o vyrokovom pocte
(a neskor o predikatovom pocte) vedené v nasom metajazyku nazyvat demonstraciami.

Demonstracia. Oznaéme Q = {p1,...,pn} a
M={AeVFQ): I(A)=J(A)}

Treba dokéazat, ze M = VF(Q). Kedze I a J sa zhoduji na mnozine ), mame Q@ C M,
¢o je zacCiato¢ny krok indukcie 1°. Aby sme overili indukény krok 2°, predpokladajme,
ze A,Be M, t.j. A,Be VF(Q) a I(A) = J(A) ako aj I(B) = J(B). Potom, kedze I aj
J zachovavaju logické spojky,

[(—A) = ~I(A) = ~J(A) = J(~A)
I(AANB) =I(A)AI(B) = J(A) A J(B) = J(AA B)

¢ize =A, AN B € M. Podobne by sme mohli ukézat, ze aj AV B,A= B,A< B e M.
No vzhladom na naSe predoslé uvahy, indukény krok 2° pre spojky V, = a < uZ nie je
potrebny.

3.3.2 Priklad. Pomocou tabulky pravdivostnych hodnét mozno lahko overit, Ze nasle-
dujaca vyrokova forma je tautoldgia:

(p=(@=r)e((pNg=T)

Ozna¢me L vyrokova formu p = (¢ = r) a R vyrokovu formu (p A q) = r. Postupne
dostaneme tabulku

L

ﬂ
=y

p

LS

=il Nl NI het
OO R OO R R
OO RO
HHO»—\}—*}—*O»—\U,
e e =
e i e i =] B=s)

OO~ >
r—tr—t}—\}—\r—tr—tr—t»—\@
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V désledku toho
A= (B=C)=(AANB)=C

pre Tubovolné vyrokové formy A, B, C.

Dolezitejsie a zaujimavejsie nez mechanické vypliianie uvedenej pravdivostnej tabulky
je uvedomit si, ¢o za logicky zadkon, nazyvany aj zdkon rozclenenia (law of exporta-
tion), vyjadruje prislusnd tautolégia alebo nasledna logicka ekvivalencia. Forma vIavo
A = (B = C) hovori: yak A, tak z B vyplyva C.“ Forma vpravo (A A B) = C hovort:
»,A a B spolu implikuja C.“ Tieto dve formy tvrdeni su vzdy ekvivalentné: ak postupu-
jeme zlava doprava, mdzeme zlacit predpoklady A a B do jediného predpokladu A A B;
postupujiic sprava dolava, mozeme rozclenit predpoklad A A B na jeho diel¢ie zlozky A
a B a aplikovat ich jednu po druhe;j.

3.3.3 Uloha. (Normaélne formy) Vyrokovi formu nazjvame elementdrnou konjunkciou,
ak ma tvar By A ... A B,,, kde kazda z foriem B; je vvyrokova premenna alebo negacia
nejakej vyrokovej premennej. Hovorime, ze vyrokova forma je disjunktivna normdlna
forma, ak mé tvar Cy V ...V Cy, kde kazda z foriem C; je elementdrna konjunkcia.
Ukazte,ze kazda vyrokovéa forma A € VF(py,...,pn) je logicky ekvivalentnd s nejakou
disjunktivnou normalnou formou A" € VF(py,...,pn). Za tym ucelom navrhnite algo-
ritmicktl metédu, ako zostrojit disjunktivnu normalnu formu A’ = A z pravdivostnej
tabulky formy A.

Podobne definujte dualne pojmy elementarne;j disjunkcie a konjunktivnej normdlnej
formy a ukazte, ze kazda vyrokova forma je logicky ekvivalentna s nejakou konjunktivnou
normalnou formou.

3.3.4 Uloha. (Boolovské funkcie) Nech A € VF(py,...,p,) je vyrokova forma nad
mnozinou vyrokovych premennych pq,...,p,. Potom z A moZno vytvorit boolovski
funkciu Fa: {0,1}™ — {0, 1}, ¢ize n-arnu operaciu na dvojprvkovej mnozine {0, 1}, dana
predpisom F(eq,...,e,) = I(A) pre vSetky eq,...,e, € {0,1}, kde I: {p1,...,pn} —
{0,1} je interpretécia na mnozine {pi,...,p,} také, ze I(py) = e pre k =1,...,n.

(a) Ukézte, ze pre Tubovolné vyrokové formy A, B € VF(py,...,p,) plati Fy = Fp
prave vtedy, ked A = B.

(b) Dokézte, ze pre dané n > 1 existuje prave 22" boolovskych funkcii {0,1}" —
{0,1}. Ako je to v pripade n =07

(c) Ukazte, ze pre kazda boolovska funkciu F': {0,1}" — {0, 1} existuje nekonecne
mnoho vyrokovych foriem A € VF(p1,...,p,) takych, ze F' = Fj4.

3.3.5 Uloha. Nech A € VF(py,...,p,) je vyrokova forma vo vyrokovych premennych
D1y .-+, Pna By, ..., B, € VF(P) st lubovolné vyrokové formy. Ozna¢me A(By, ..., B,)
vyrokovi formu ziskant substitiiciou vyrokovych foriem By, ..., B, namiesto premen-
nych pq, ..., p, v prislusnom poradi do formy A. Napriklad, ak A je forma (p A —q) =
(¢ V r) vo vyrokovych premennych p, ¢, r a B, C, D st porade vyrokové formy r V s,
p = —r, q, tak A(B, C, D) oznacuje formu

(rvs)A=(p=-r) = ((p=-r)Va)
(a) Zdovodnite, ze ak A je tautolégia (kontradikcia), tak A(Bj, ..., By) je opit tau-
tologia (kontradikcia) pre lubovolné By, ..., B,.
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(b) Uvedte priklad splnitelnej (vyvratitelnej) formy A a foriem By, ..., B, takych,
ze A(Bi,...,B),) nie je splnitelnad (vyvratitelna).

3.4 Teorie vo vyrokovom pocte

Slovo teoria v beznom jazyku zvycajne odkazuje k nejakému systému vzajomne prepo-
jenych poznatkov, pozostavajicemu z tvrdeni o urcitej oblasti javov a zahtnajicemu tiez
metodoldgiu ziskavania a overovania alebo vyvracania tychto tvrdeni. Tvrdenia alebo
vyroky tvoriace ,telo systému“ mohli byt ziskané rozliénymi sposobmi: niektoré z nich
vyjadrujua urcité empirické fakty ustanovené pozorovanim alebo experimentmi, niektoré
st sucastou vSeobecného presvedéenia, tradicie alebo kultirneho dediéstva, niektoré
z nich mézu byt puhe hypotézy cakajice na potvrdenie alebo vyvratenie v budtucnosti
a konec¢ne, niektoré z nich mozu byt odvodené z tych skor spominanych ako ich logické
dosledky.

V stlade s vedtcimi zamermi logiky budeme ignorovat obsah, metodolégiu a celkovy
charakter nejakej tedrie, rovnako nebudeme rozlisovat, ktoré z jej postulatov st pravdivé
¢i nepravdivé, ktoré su pevne stanovené a ktoré st pithymi hypotézami, ani sa nebudeme
starat o to, ako k tomuto rozdeleniu doslo. Stustredime sa na jediny aspekt vSetkyjch
takych teorii, totiz na struktiru logického vyplyvania, t. j. na sposob, akym nové tvrdenia
nevyhnutne vyplyvaja alebo mozu byt odvodené z tych, ktorym sme priznali postavenie
vychodzich postulatov alebo axiom tej ktorej tedrie.

Podla toho budeme tedriou vo vyrokovom pocte alebo jednoducho len tedriou nazyvat
TubovoInii mnozinu 7' C VF(P) vyrokovych foriem; jej prvkom A € T budeme hovorit
Specifické axiomy alebo len kratko aziomy tedrie T. Varujeme citatela pred tym, aby
bral tiito definiciu doslovne, dokonca ani v ramci vyrokového poctu, nieto este zo SirSieho
hladiska. Skor by ju mal chapat ako uznanie faktu, ze nejaké tedria v rdmeci vyrokového
poctu je dand alebo jednoznacne uréend mnozinou svojich specifickych axiém. O vsetko
ostatné sa postara vyrokovy pocet; struktira vyplyvania je totiz pre vsetky tedrie vo
vyrokovom pocte rovnaka.

Interpretéciu I: VF(P) — {0, 1} nazveme interpretdiciou teorie T, ak I(A) = 1 pre
kazdé A € T, t.j. ak vSetky axiomy tedrie T su pravdivé v interpretacii I. Intuitivne
to znamena, ze interpretacia I predstavuje situaciu, v ktorej su vSetky axiémy teorie T'
splnené, teda je splnena samotna 7.

Hovorime, ze vyrokova forma B je logickym alebo nevyhnutngm dosledkom (axiém)
tedrie T, ak I(B) = 1 pre kazda interpretaciu I teérie T. Alternativne hovorime, Ze
B je pravdiva alebo platnd alebo splnend v T. Symbolicky piseme T' F B. Intuitivne
T F B znamena, ze v kazdej moznej siuacii, v ktorej st splnené vsetky axiéomy tedrie T',
je splnené aj B.

Namiesto () F B piSeme len F B; znamend to, Ze B je pravdivad v tplne kazdej
interpretacii I: P — {0,1}, inymi slovami, B je tautoldgia.

Ako vyplyva z nasledujtcej Vety, otdzku, ¢i T F B, mozno rozhodnuf algoritmicky
s pouzitim tabuliek pravdivostnych hodnét pre kazdu tedriu 7', ktord ma iba konecne
mnoho axiém, a kazdt vyrokovia formu B € VF(P).

3.4.1 Veta. Nech T = {A1,...,A,} je tedria s konecne mnohymi Specifickymi axio-
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mami a B € VF(P). Potom T £ B prdve vtedy, ked vyrokovd forma (A1 A\...NA,) = B
je tautologia.

Demonstracia. Predpokladajme, ze T'F B. Nech I: VF(P) — {0, 1} je Tubovolna inter-
pretécia. Potom bud I(Ag) = 0 pre aspon jedno k = 1,...,n, alebo I(Ay) = 1 pre kazdé
k=1,...,n. V prvom pripade I(4; A... AN A,) =0, takze

I(A1N...NA,) = B)=1
V druhom pripade je I interpretéciou tedrie T, teda I(B) = 1, lebo T B. Potom opit
I(A1N...NA,) = B)=1

To znamena, zs (A1 A... A A,) = B je naozaj a tautoldgia.
Obratene, predpokladajme, ze (A1 A ... A A,) = B je tautoldgia, ¢ize je pravdiva
v kazdej interpretacii I. Ak I je interpretaciou T', tak I(A; A ... A A,) = 1. Preto

I((A1N...NA,) = B)=1
moze nastat jedine vtedy, ked aj I(B) = 1. Preto T F B.

Vo v8eobecnosti vSak T' mo6ze mat nekoneéne mnoho $pecifickych axiém. Aj v tomto
pripade nato, aby sme dokézali, ze B nie je logickym dosledkom tedrie T', ¢ize T H B,
sta¢i najst jedini interpretaciu I tedérie T taku, ze I(B) = 0. V tom pripade hovorime,
ze platnost B v T bola vyvratena kontraprikladom I. Aby sme vSak potvrdili, ze T F B,
potrebujeme podla definicie ur¢it pravdivostnii hodnotu I(B) pre vsSetky interpretacie
teérie T, a tych méZze byt nekoneéne mnoho. Takze ide o zdanlivo neuskuto¢nitelna
ulohu.

Obvykly spdsob v matematike, akym ustanovujeme platnost nejakého tvrdenia v ram-
ci nejakej tedrie, vSak spociva v tom, zZe toto tvrdenie dokdzZeme z axiom tejto tedrie, a nie
v tom, Ze budeme preberaf vSetky mozné situécie, v ktorych su tieto axiémy splnené,
a v kazdej z nich overovat platnost onoho tvrdenia. Aj vo vyrokovom pocte vybudujeme
syntaktické pojmy dokazu a dokéazatelnosti s ciefom zachytif pomocou nich sémantické
pojmy platnosti ¢i pravdivosti.

3.5 Axiomatizacia vyrokového poctu

Aby sme dostali ¢o najstrucnejsiu axiomatizaciu vyrokového pocétu, budeme postupovat
tak, ako keby mnozina VF(P) vsetkych vyrokovych foriem bola vybudovana z vyroko-
vych premennych iba s pouzitim logickych spojok — a =-. Takze zvys$né logické spojky
budeme povazovat za uréité skratky zobrazené v predchadzajicom paragrafe. Alter-
nativnu axiomatizaciu pouzivajucu logické spojky —, A, V a = predstavime v Dodatku
k tejto kapitole.

3.5.1 Logické axiémy. (4 schémy axiém)
Pre Tubovolné vyrokové formy A, B, C nasledujuce vyrokové formy st logické axiomy:

(LAx1) A= (B=A)

(LAx2) (A= (B=0)=(A=B)=A=10)
(LAx3) (A= B)= ((A= —-B)=-4)

(LAx4) —A=A



47

Navyse mame jediné odvodzovacie alebo deduktivne pravidlo:

3.5.2 Odvodzovacie pravidlo Mobus PONENS.
A A= B

) S

(z Aa A= B odvod B)

3.5.3 Uloha. (a) Presvedcte sa, ze vietky logické axiémy s tautolégie a vysvetlite ich

intuitivny vyznam.

(b) Ukazte, ze odvodzovacie pravidlo Modus Ponens je korektné v nasledujicom zmysle:
Ak I: VF(P) — {0,1} je lubovolnd interpreticia a A, B € VF(P) st vyrokové
formy také, ze I(A) = I(A = B) =1, tak aj [(B) = 1.

Dékaz 4 teérii T C VF(P) je koneéné postupnost’ AO, Al, .. A vyrokovych foriem
Ak 6 T) alebo vyplyva z predchadzajicich ¢lenov podla pravidla Modus Ponens (t. j-
existuju 4, j < k také, ze A; ma tvar A; = Ay).

Vyrokova forma B je dokdzatelnd v tedérii T, ak existuje dokaz Ag, A1,..., A, v T
taky, ze jeho posledny c¢len A,, je zhodny s B. Symbolicky piseme T F B. Namiesto
() - B piseme len F B; znamen4 to, Ze B je dokdzateIné vylucne z logickych axiém.

3.5.4 Poznamka. Uvedend axiomatizacia vyrokového poc¢tu nie je ani zdaleka jedina
mozné. Ako sme uz spominali, alternativnu axiomatizaciu mozno néjst v Dodatku. Obe
tieto axiomatizécie obsahuji nekoneéne mnoho axiém (uvedenych v tvare koneéného
poétu schém axiém) a jediné odvodzovacie pravidlo. Takéto axiomatizacie sa obvykle
oznacuju ako axiomatizacie Hilbertovho typu. Vyznacuju sa tym, ze maji ,,mnoho® axiém
a ,malo“ odvodzovacich pravidiel. Na druhej strane, axiomatizacie Gentzenovho typu
obsahuji ,mnoho“ odvodzovacich pravidiel a len ,malo* logickych axiém (¢ dokonca
ziadnu, nahradiac logickt axiému A pravidlom + s vyznamom odvod A z nicoho). Vo
vSeobecnosti st axiomatizacie Hilbertovho typu vhodnejsie na opis, stadium a analyzu
samotnych formalnych logickych systémov, zatial ¢o axiomatizacie Gentzenovho typu st
efektivnejsie pri aplikdciach, napr. pri logickom programovani alebo automatickom doka-
zovani teorém. No ako axiomatizacie klasického vyrokového poctu su vsetky ekvivalentné
v tom zmysle, Ze generuju rovnaké subory dokazatelnych foriem.

3.5.5 Uloha. Ukazte, ze pre Iubovolné vyrokové formy A, B nasledujiice vyrokové
formy st tautoldgie, a ze vSetky st dokdzatelné iba z logickych axiém:
A=A

—
o o
~

) A=A
(¢c) "A= (A= B)
(d) (-B=-A)= (A= B)
(e) (A= B)= (-B = -4)
(f) (A= (-B=-(A= B)))
(8) (A= B)=(-A= B)=B)
(h) (FA=A)=A

A

v

o priklad (pomerne odstrasujuici) ukaZzeme, ze pre kazda vyrokova formu A je forma
a) dokazatelna z logickych axidos.

—~
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. A= (A=A)=4)=(A=(A=A4)=A=A4)
(LAx2), dosadenim A za AajC a A= AzaB
2. A= (A= A)=A)
(LAx1), dosadenim A za A a A= Aza B
3. A=(A=4)=(A=A4)
vyplyva z 1. and 2. podla (MP)
4. A= (A=A
(LAx1), dosadenim A za A aj B
5. A=A
vyplyva z 3. a 4. podla (MP)

3.5.6 Uloha. Ukaite, 7e schémy axiém (LAx3) a (LAx4) moZno nahradif jedinou
schémou axiém

(LAx5) (nA= B)= ((A=-B)=A)

Za tym ucelom overte, ze kazda instancia schémy (LAx5) je dokdzatelnd z nejakych
instancii schém (LAx1), (LAx2), (LAx3), (LAx4), a obratene, vSetky instancie schém
(LAx3), (LAx4) st dokazatelné z nejakych instancii schém (LAx1), (LAx2), (LAx5).

3.6 Veta o korektnosti

Vzapiiti po zavedeni axiomatizécie vyrokového poétu vyvstava pred nami tloha ukazat,
Ze tato axiomatizacia je korektnd v nasledujicom zmysle: Pre aktkolvek tedriu T C
VF(P) su vsetky vyrokove formy dokazatelné v T zaroven splnené v T. Inak by sa
mohlo stat, Ze pre nejaka vyrokovi formu B dokazatelni v T najdeme interpretaciu
I tedrie T taka, ze I(B) = 0. Taka interpretacia I by predstavovala situdciu, v ktorej
su vSetky axiémy tedrie T splnené, jednako B v nej splnené nie je. Takze by sa mohlo
staf, Ze z axiém tedrie dokédzeme dosledky protireciace tymto axiomam, ¢o by znamenalo
pohromu v podobe zrutenia nasej axiomatizacie. Preto je nanajvys dolezité, Zze mame
k dispozicii nasledujuci vysledok.

3.6.1 Veta o korektnosti. Nech T' C VF(P) je tedria. Potom pre lubovolni vyrokovi
formu B € VF(P) z T+ B vyplyva T F B.

Demonstrdacia. Nech T+ B a Ag, A1, ..., A, je dokaz B v T. Dokazeme, ze I(Ag) = 1
pre kazda interpretaciu I tedrie T and kaZdé k < n. Potom, samozrejme, [(B) = 1,
lebo B je A,. Kazdé Ay je bud logickd axiéma, v tom pripade I(Ay) = 1 pre vobec
kazda interpretéciu I, alebo Specifickd axiéma tedrie T, vtedy I(Ar) = 1, lebo I je
interpretaciou 7', alebo Ay, vyplyva z nejakych predoslych ¢lenov A;, A; podla (MP).
Predpokladajic, ze sme uz dokazali, ze I(A;) = I(A;) = 1, mozeme uzavriet, Ze tiez
I(A) = 1, lebo, ako sme u# poznamenali v Ulohe 3.5.3 (b), pravidlo (MP) je korektné.

3.6.2 Poznamka. Obréatme teraz pozornost k tej skutocnosti, ze prave zaznamenand
argumentacia — akokolvek jednoduchd a priezracnd ndm moze pripadat — nie je prostéa
bludného kruhu. Pri demostracii Vety o korektnosti sme pouzivali logicka dedukciu
v prirodzenom jazyku rozsirenom o velmi jednoduché matematické znacenie. TakZe sme
vlastne na neforméalnej Grovni pouzivali rovnaké logické prostriedky ako tie, ktorych
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spravnost sme mali eSte len ustanovit v rdmci formalizovaného vyrokového pocétu. Prisne
vzaté, formalny protajSok neformalnych logickych prostriedkov, ktoré sme pouzili, pre-
sahuje ramec vyrokového poctu: kedZe nasa argumentécia pouzivala aj kvantifikatory, za-
sahovala dokonca do predikatového poctu. Je dolezité si uvedomit, Ze nemoézeme dokazat
Vetu o korektnosti tak povediac z ni¢oho, bez toho, aby sme prepokladali aspon isty
minimalny logicky fragment prirodzeného jazyka. Takze to, ¢co sme dosiahli, nie je nic¢
viac a ni¢ menej nez uvedomenie si, ze nasa formalna axiomatizacia vyrokového poctu je
v dobrej zhode s logickou strukturou vyplyvania a odvodzovania v prirodzenom jazyku.

Neskoér ustanovime aj nasledujiice obratenie Vety o korektnosti.

3.6.3 Veta o uplnosti. Nech T' C VF(P) je teoria. Potom pre lubovolni vygrokovi
formu B € VF(P) z TE B vyplyva T+ B.

3.6.4 Poznamka. Bude poucné porovnat status Vety o tuplnosti so statusom Vety
o korektnosti. Ako sme videli, demonstracia Vety o korektnosti bola dost jednoducha.
Na druhej strane, ako uvidime neskor, demonstracia Vety o uplnosti bude podstatne
zlozitejsia. Zatial¢o neplatnost Vety o korektnosti by sposobila zritenie nasej axioma-
tizacie vytokového poctu, désledky moznej neplatnosti Vety o plnosti by boli aspon na
prvy pohlad menej dramatické: znamenali iba tolko, Ze naSa axiomatizacia vyrokového
poctu nie je dostatocne silnd, a preto by sme sa mali poobhliadnut po nejakych doda-
toénych logickych axiémach a/alebo odvodzovacich pravidlach, o ktoré by sme ju mohli
roz$irit s ciefom dosiahnut tplnost. Vzapiiti by sme vSak museli ¢elit daleko jemnejsej
otazke: Je vobec mozné dosiahnut tplnost nasej axiomatizécie bez toho, aby sme narusili
jej korektnost? AZ Vety o korektnosti a iplnosti vo vzajomnom spojeni davaju kladna
odpoved na tato otdzku a zarucuju, ze vztah medzi syntaxou a sémantikou vyrokového
poctu je starostlivo vyvazeny.

Neskor, ked sa budeme zaoberat analogickymi otédzkami pre predikatovy pocet, uve-
dieme priklad istého jeho znacne prirodzeného fragmentu, ktory nepriptsta nijaka axio-
matizéciu spliiajicu zaroveii Vetu o korektnosti aj Vetu o tplnosti.

3.7 Veta o dedukcii a jej dosledky

Cestou k doékazu Vety o uplnosti sformulujeme rad vysledkov, ktoré si zaujimavé aj
samy osebe. Pri ich demons$tracii budeme pouzivat oznacenie A ~ B vyjadrujuce fakt,
ze pismenad A a B oznacuju tu istt1 vyrokova formu. Symbol ~, podobne ako symboly A,
B, P, VF, I, =, atd., patri do ndsho metajazyka, a nie do samotného jazyka vyrokového
poctu.

3.7.1 Veta o dedukcii. Nech T'C VF(P) je teoria a A, B € VF(P) st vyrokové formy.
Potom T+ A= B prave vtedy, ked T U {A} - B.

Demonstracia. Nech T+ A = B. Tym skor TU {A} - A = B. Zrejme T'U {A} F A,
z ¢oho dostavame T'U {A} F B podla (MP). Ak totiz Cy,Ch,...,C), je dokaz formy
A = B v tedrii T U{A}, tak Cy, C1,...,Cp, A, B je dokaz formy B v T'U {A}.

Obrétene, nech T'U {A} - B. Najskor vybavime nasledujtce dva trivialne pripady:
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(a) B je logickd axiéma alebo B € T. Potom B, B = (A = B) (LAx1), A = B je
dokaz formy A= B v T.
(b) B~ A. Potom - A = A (Uloha 3.5.5(a)), a tym skor T - A = A.

Inak musi existovat dékaz By, By, ..., B, formy B v tedrii T'U {A} taky, ze n > 2 and
B, (t.j. B) vyplyva z nejakych jeho predoslych élenov podla (MP). Budeme postupovat
indukciou vzhladom na n. Predpokladajme teda, ze potrebny zaver je platny pre vSetky
dokazy Cy, Ch,...,Cp v TU{A}, kde m < n. Nech j, k < n sutaké, ze B; ~ (B, = B,,).
Potom By, ...,B; aj By, ..., By st dokazy v T'U {A}. Podla indukéného predpokladu
mame T'- A= B;, t.j. T+ A= (B, = B,), ako aj T '+ A = By,. Potom

(A= (By = B,)) = (A= By) = (A= B,))
je (LAx2) a s pouzitim (MP) postupne dostdvame

TH(A= By)= (A= B,)
THA= B,

Cize TH A= B.
Citatel by si mal uvedomit, Ze je to t4 ,fazsia“ implikicia
Ak TU{A}F B, tak T+ A= B

ktora bezne pouzivame pri matematickych dokazoch ako aj v mnohych dektivnych ar-
gumentoch inde. Typicky priamy dokaz implikicie A = B vychadzajaci z nejakého
zoznamu predpokladov, t.j. z axiém nejakej tedrie T', obvykle zacina ,ritualnou for-
mulkou“: ,, Nech A%, pripadne ,, Predpokladajme, Ze A“. To neznamena ni¢ iné ako rozsire-
nie zoznamu axiém 7' o nova axiému A. Pokradujeme postupnostou tvrdeni Cy,...,C,
vytvaranych podla urétiych deduktivnych pravidiel, az kym neskonéime pri zéavereénom
tvrdeni B. Prisne vzaté vsak to, ¢o sme takto vytvorili, je dokaz tvrdenia B v tedrii
T U {A} a nie dokaz implikdcie A = B v tedrii T, ako by sme si zelali. Veta o de-
dukcii ukazuje, Ze tento prirodzeny sposob argumentécie je legitimne pouzitelny aj vo
vyrokovom pocte.

Iny spésob dokazovania tvrdeni vychadzajic z nejakého zoznamu predpokladov je
dokaz sporom. Namiesto toho, aby sme dokazovali A v T priamo, odvodime spor (proti-
recenie) s axiémami tedrie T’ z negacie tvrdenia A. Aj tento spdsob je legitimny v ramci
vyrokového poctu.

Hovorime, ze tedria T' je spornd alebo protireciva alebo tiez inkonzistentnd, ak existuje
vyrokova forma A taka, ze zaroven T+ A aj T + —A. V opa¢nom pripade hovorime, ze
T je bezospornd alebo neprotirecivd alebo tiez konzistentnd. Z Ulohy 3.5.5 (c) vyplyva,
ze v spornej tedrii je dokdzatelna kazda vyrokova forma B.

3.7.2 Dosledok o dokaze sporom. Nech T C VF(P) je tedria a A € VF(P) je
vyrokovd forma. Potom T + A prdve vtedy, ked teoria T U {—=A} je spornd (inkonzis-
tentnd,).

Demonstracia. Nech T = A. Tym skor T'U {-A} - A. Kedze zrejme T'U {—-A} F —A,
tedria T'U {—A} je sporna.
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Obrétene, nech TU{—A} je sporna tedria. Potom kazda vyrokova forma je dokézatelna
v T; Specidlne T'U {—A} + A. Potom T+ -A = A podla Vety o dedukcii. Podla
Ulohy 3.5.5(h), - (wA = A) = A, a tym skor T (-4 = A) = A. Pomocou (MP)
dostavame T A.

Niekedy sa ndm nedari néjst dokaz tvrdenia B v tedrii T, ale za istého dodato¢ného
predpokladu A vieme B dokazat uréitym sposobom a za opac¢ného predpokladu = A inym
sposobom. Za tychto podmienok jednako plati, ze B je dokdzatelné v T'. I tento sposob
argumentacie je legitimny vo vyrokovom pocte.

3.7.3 Dosledok o ddékaze rozborom pripadov. Nech T C VF(P) je a teoria a
A, B € VF(P) su vgrokové formy. Potom T U{A}+ B a T U{-A} + B prdve vtedy,
ked T+ B.

Demonstracia. Predpokladajme, ze TU{A} - B a TU{—A} I B. Podla Vety o dedukcii
z toho vyplyva T+ A= B a T+ -A = B. Na zéklade Ulohy 3.5.5 (g) mame
F(A= B)= ((nA= B) = B)
a dvojnasobnym pouzitim (MP) dostavame T+ B.
Obratene, nech 7'+ B. Potom trividlne TU{A} - B aj TU{-A} - B.

3.7.4 Uloha. Nech T C VF(P) je teéria a Ay,...,A,, B € VF(P) st vyrokové formy
také, ze T+ Ay V...V A,. Ukdite, ze T + B prave vtedy, ked T'U{A;} - B pre kazdé
1=1,...,n.

3.8 Veta o uplnosti

Zacneme jednou technickou lemou. Pre dant interpretaciu I: VF(P) — {0,1} a vyro-
kovt formu A € VF(P) oznacime

I A akI(A)=1
A=~
-A ak I(A)=0

Inymi slovami, A’ je ten ¢len dvojice A, = A, ktory je pravdivy v I, éize I(Af) = 1.

3.8.1 Lema o interpretacii. [A. Church| Nech p1,...,pp, € P a A€ VF(p1,...,pn).
Potm pre lubovolni interpretaciu I1: VF(P) — {0,1} plati

{pl,...,pL} F Al

Demonstracia. Indukciou podla zloZitosti formy A:

(a) Ak A =~ p € P, tak tvrdenie hovori, ze {p} F p, ak I(p) =1, alebo {—p} F —p,
ak I(p) = 0. V oboch pripadoch dostavame potrebny zaver.

(b) Nech A ~ —B a nas zaver plati pre B. Potom B € VF(p1,...,pn).

Ak I(A) =1, tak I(B) =0 a A ~ A~ -B ~ B!. Podla indukéného predpokladu
{p{,...,p{b} - B!, ¢ize {p{,...,p{b} F AL
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Ak I(A) =0, tak I(B) =1, Bl ~ Ba Al ~ -A ~ ——B. Podla indukéného pred-
pokladu {pi,...,pL}F B, ¢ize {pi,...,pL} F B. Vzhladom na Ulohu 3.5.5 (b) méme
+ B = —=B, a pomocou (MP) dostaneme {p{,...,pL} + —-=B,teda {pi,...,pL} F AL

(c) Nech A = (B = () a nas zaver plati pre B, C. Potom B,C € VF(p1,...,py).
Rozlisime tri pripady:

1. I(B) = 0. Potom I(A) = I(B = C) = 1, ¢ize Al ~ A. Dalej B! ~ —B, takze podla
predpokladu {p{,...,p.} F —B. Vzhladom na Ulohu 3.5.5 (c) plati F =B = (B = C)
a pomocou (MP) dostavame {p!,....pL}FB=C, t.j. {pl,....pL} + AL

2. I(C) = 1. Potom C! =~ C a I(A) = I(B = C) = 1, preto Al ~ A. Podla
induk¢ného predpokladu {p{, ) ..,pfl} - C. (LAx1) dava - C = (B = (), a vdaka
(MP) dostavame {p{,...,pL} F B = C, teda {p],...,pL} + A’

3.1(B) =1, I(C) = 0. Potom B! ~ B, C! =~ -~C a I(A) = I(B = C) = 0, preto
Al ~ - A. Podla indukéného predpokladu {p{, e ,pfl} FB a {p{, e ,pfl} F —C. Podla
Ulohy 3.5.5 (f) mame + B = (-C = —(B = C)). Pouzijtc dvakrat (MP) dostaneme
{pl,....pL} F (B =C), teda {p{,...,pL} - A

3.8.2 Uloha. Nech Q = {p1,...,pn} C P je kone¢na mnozina vyrokovych premennych
a A € VF(Q). Nech dalej

TE(A) ={I: Q= {0,1}: [(A) =1} ={I1,..., I}
oznacuje mnozinu vsetkych pravdivostnych ohodnoteni I na mnozine vyrokovych pre-
mennych @ takych, ze A je pravdivé v I. Zrejme m < 2". Pre kazdé I € TE(A) ozna¢ime

C[:p{/\.../\pfl

elementarnu konjunkciu zodpovedajicu I. Konec¢ne polozime
A’ZC[l \/...\/C[m
Zdovodnite, ze A" € VF(Q) je disjunktivna normélna forma logicky ekvivalentnd s for-

mou A (pozri Ulohu 3.3.3).

Specialny pripad Vety o tplnosti, pochddzajtci od Emila Posta, sa zaobera dokaza-
telnostou tautoldgii.

3.8.3 Postova veta o uplnosti. Pre lubovolni virokovi formu A € VF(P), plati E A
prdave vtedy, ked = A. Inymi slovami, A je tautoldgia prdve vtedy, ked A je dokdzatelnd
vyhradne z logickych axiom.

Demonstracia. Dokézeme len, ze kazda tautoldgia je dokazatelnd iba z logickych axiém;
obratena implikacia vyplyva z Vety o korektnosti.

Nech A € VF(py,...,p,) je tautolégia. Potom I(A) = 1 a Al ~ A pre kazdé
pravdivostné ohodnotenie I: {pi,...,pn} — {0,1}. Podla Lemy 3.8.1 o intepretacii
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Pre akukolvek interpretaciu J: {pi1,...,pn-1} — {0,1} obe mozZnosti I;(p,) = 1,
Iy(pn) = 0, spolu s podmienkou I1(px) = I2(px) = J(pr) pre k < n, uréuju inter-
pretacie I, Iy: {p1,...,pn} — {0,1}. Preto stcasne plati

{p{ ce 7p7{—17pn} =A
{p{....p)_1.-pa} A

Podla Désledku 3.7.3 o dokaze rozborom pripadov z toho vyplyva

{p{,....;0_1}FA

Opakovanim tohto postupu nakoniec dostaneme - A.

Teéria T C VF(P) sa nazyva uplna, ak je bezosporna a pre kazdu vyrokova formu
A € VF(P) plati T - A alebo T'+ —A. Iymi slovami, T je tplna prave vtedy, ked pre
kazda vyrokova formu A nastane prave jedna z moznosti T H A, T F —A.

Teraz dokazeme alternativnu verziu Vety o uplnosti.

3.8.4 Veta o uplnosti. [Alternativna verzia] KazZdd bezospornd tedria T C VF(P) md
aspon jednu interpretaciu.

Citatel by si mal uvedomit, Ze to plati aj obratene: ak nejaka teéria mé interpretéciu,
tak je nevyhnutne bezosporna. Inak povedané, spornd tedria nema ziadnu interpretaciu.
(Toto je alternativna verzia Vety o korektnosti.)

Demonstration. Akakolvek interpretacia I konzistentnej teérie T’ musi spliiat podmienku

1 ak THA

= {
0 ak TH-A

Kedze T je konzistentna, 7'+ A a T + —A nemdze nastat stcasne pre Ziadnu formu

A € VF(P). Na druhej strane, pokial 7" nie je uplnd, nemozno zarudit, ze vzdy bude

platit bud T+ A alebo T F —A, teda hodnota I(A) nemusi byt definovana pre vsetky

A € VF(P). Ale ak T je uplnd, tak uvedend podmienka skuto¢ne definuje interpretéciu

tedrie T'. To znamena, ze Uplna tedria T' ma prave jednu intepretaciu.

Vo vseobecnom pripade, nakolko mnozina VF(P) vSetkych vyrokovych foriem je
spocitatelné, mozno ju ocislovat prirodzenymi ¢islami, ¢ize zapisat v tvare postupnosti
VE(P) = {Ap, A1,..., Ay, ... }. Teraz definujeme postupnost teérii Ty, T1,...,Th,. ..
rekurziou:

T,U{A,} ak T, U{A,} je konzistentna

To=T and T,.1 =

0 i { T,U{-A,} ak T, U{A,} je sporna

Zrejme T,, C T, 1 pre kazdé n. Indukciou podla n dokazeme, Ze kazdé T, je konzistentnd
tedria. Ty = T je konzistentna podla pociatoéného predpokladu. Ak predpokladéame, Ze
T, je konzistentna, tak T, by mohla byt sporné jedine v pripade, keby obe tedrie
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T,U{A,}, T, U{-A,} boli sporné. To by v8ak podla Désledku 3.7.2 o dokaze sporom
znamenalo, ze T, - —A,, azaroven T,, - A,. To je vS8ak nemozné, lebo T;, je bezosporna.
Dalej ukézeme, Ze T = UnenTn je plné tedria. Lahko mozno nahliadnuf, ze T
je bezosporna. Keby totiz T bola sporné, tak uz niektora z teérii T,, by musela byt
spornd (toto prenechévame na premyslenie Gitatelovi — pozri tiez dokaz Vety 3.8.8 o
kompaktnosti). Zostava dokazat, ze pre kazdé n plati bud T F A, alebo T F —A,. To
je ekvivalentné s tvrdenim, ze T ¥ —A,, implikuje T+ A,. Ak T —A,, tak TU {A,}
je konzistentnd, preto aj T, U {A4,} C TU {A,} je konzistentna. Potom A, € T,.1,
preto T, 1 F A, akedze T,11 C f, tak aj TF A,.
Teda jedina interpretacia I Uplnej tedrie T je zaroven interpretaciou teorie T

3.8.5 Poznamka. Citatel by si mal uvedomif, Ze skor uvedend alternativa nepred-
stavuje jedinii moznost ako definovat postupnost teérii (7}, )nen rozsirujiacich 7' a vedu-
cich k aplnej tedrii T = U7, a k interpretacii I. V kazdom kroku, ked neplati T, - 4,
ani T, F —A,, si totiz mdézeme slobodne vybrat bz dvoch moznosti: 7,1 =T, U{A,}
alebo T,,11 =T, U{-A,}.

3.8.6 Uloha. Nech I: P — {0,1} je Tubovolné pravdivostné ohodnotenie. Ozna¢me

Th(l)={p':pe P} ={pe P: I(p) =1} U{-p: p€ P, I(p) =0}

teoriu interpretacie 1. Demonstrujte nasledujtuce fakty:
(a) Th(I) je uplna tedria vo vyrokovom pocte.
(b) Pre kazdu vyrokovu formu A € VF(P) nasledujice podmienky st ekvivalentné:
(i) I(A) =1
(ii) Th(I) - A
(iii) Th(I)F A

Teraz uz moézeme dokézat povodnt formulaciu Vety o uplnosti. Uvadzame ju v podobe
zahfnajucej zaroven Vetu o korektnosti.

3.8.7 Veta o uplnosti. Nech T' C VF(P) je teoria. Potom pre kazdi vyrokovi formu
B € VF(P) plati T F B prave vtedy, ked T + B.

Demonstracia. Ak T + B, tak T E B podla Vety o korektnosti. Aby sme dokazali
obratent implikéciu, pripustme, ze T' F B, jednako T' t/ B. Podla Dosledku 3.7.2 o dokaze
sporom to znamend, ze teéria T U {—B} je konzistentni. Potom podla alternativnej
verzie Vety o uplnosti teéria T'U {—B} ma nejaku interpretaciu I. To znamend, ze I je
interpretacia tedrie T' taka, ze I(—B) = 1, teda I(B) = 0. Ale podmienka 7" F B hovori,
ze J(B) = 1 pre kazdu interpretaciu J tedrie T'; teda aj I(B) = 1. Tento spor dokazuje,
ze TH B.

Konec¢ne zaznamenajme esSte nasledujuci désledok Vety o tplnosti.

3.8.8 Veta o kompaktnosti. Nech T' C VF(P) je teoria. Potom T md interpretdciu
prave vtedy, ked kazdd konecénd podtedria Ty tedrie T md intepretdciu.

Demonstracia. Podla Vety 3.8.7 o uplnosti 7' mé interpretaciu prave vtedy, ked T je
konzistentna. Podobne, kazda konecna podtedria Ty C T' ma interpretaciu prave vtedy,
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ked kazdéa konecna podtedria Ty C T je konzistentnd. TakzZe si stac¢i uvedomit, ze T je
konsistentnda prave vtedy, ked kazd4 jej konecna podtedria je konzistentna. Ocividne. ak
T je konsistentna, tak to plati aj pre vSetky je podtedrie (a nie len pre tie konecné).
Obratene, ak T je spornd, tak Tubovolné dva dokazy nejakej dvojice protireciacich si
vyrokovych foriem B, resp. =B v T vyuzivaju iba kone¢ne mnoho Specifickych axiém
tedrie T. Ak ich ddme dohromady, dostaneme konecnii podtedriu Ty C T, ktora je uz
sama, Sporna.

Vetu o kompaktnosti pre vyrokovy pocet sme sformulovali a dokézali hlavne s cielom
pripravit poédu pre Vetu o kompaktnosti v predikdtovom pocte, ktori uvedieme neskor.
Jednako vyrokova verzia Vety o kompaktnosti zdaleka nedosahuje vyznam jej predikéa-
tovej verzie ani neoplyva porovnatelnou hojnostou dosledkov.

3.9 Dodatok
Axiomatizacia vyrokového poc¢tu pomocou styroch logickych spojok

Kvoli aplnosti uvedieme este axiomatizaciu vyrokového poc¢tu pomocou vsetkych sty-
roch obvyklych logickych spojok —, A, V a =; zvysnu logicka spojku < zavadzame
prostrednictvom logickej ekvivalencie

A B=(A=B)AN(B=A)
Teda vyraz vlavo sluzi ako skratka za vyraz vpravo. Prislusnd axiomatizdcia pozostéva

z desiaitich schém axiém. Ako jediné odvodzovacie pravidlo sliuzi opit Modus Ponens.

3.9.1 Logické axiéomy. (10 schém axidm)
Pre lubovolné vyrokové formy A, B, C' nasledujice vyrokové formy st logické axiémy:

(A= C)A(B=C)) = (AV B) = ()
LAx9) ((A= B)A(
LAx10) AV -A

A= —B)) = -A)

(LAx1) A= (B=A)

(LAx2) (A= (B=0C))=((A=B)=(A=20))
(LAx3) (AAB)=A

(LAx4) (AANB)=B

(LAx5) A= (B=(AAB))

(LAx6) A= (AV B)

(LAx7) B= (AV B)

(LAx38)

(

(

3.9.2 Odvodzovacie pravidlo Mobus PONENS.
A A= B

(MP) 3

(z Aa A= B odvod B)

3.9.3 Uloha. Presvedéte sa, ze vietky uvedené logické axiémy st tautoldgie a objasnite
ich intuitivny vyznam.
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4 LOGIKA PRVEHO RADU ALEBO PREDIKATOVY POCET

V porovnani s vyrokovym poctom, v logike prvého radu do istej miery oslabime po-
ziadavku abstrahovat od obsahu jednotlivych tvrdeni a tsudkov a sustredit sa len na
ich formu. Konkrétne pripustime, ze tvrdenia a tsudky sa tykaju nejakych objektov, ze
tieto objekty maju nejaké vlastnosti alebo vstupuju do nejakych wvztahov, Ze niektoré
objekty mozu byt explicitne zmienené svojimi menami a, konec¢ne, Ze z danych objektov
mozno vytvarat nové objekty pomocou nejakych operdcii. Hoci tato zmena zorného pola
dava zmysel rovnako pre prirodzené jazyky ako aj pre jazyky vedeckych tedrii, v tomto
kurze zameriame svoju pozornost vylu¢ne na jazyky matematickijch teorii, kde je takyto
pristup prirodzeny a jeho plodnost mozno demonstrovat presved¢ivym sposobom. Na
druhej strane, redukcia logickej Struktury prirodzenych jazykov ako aj jazykov vacsiny
vedeckych tedrii na ich fragment zapadajuci do rdmca logiky prvého radu by vyznela
znacne umelo.

Logika prvého radu, nazyvana aj (tzky) predikatovy pocet, skiima Struktaru ar-
gumentov a dokazov pouzivanych v matematike, presnejSie v matematickych tedriach
popisujucich triedy matematickych struktir tvorenych mnozinami objektov, vybavenymi
roznymi finitArnymi (kone¢nomiestnymi) operaciami a relaciami, vymedzené prostred-
nictvom urcitych axiom. Z toho dévodu logika prvého radu je matematickou logikou tak
svojimi metédami ako aj svojim predmetom.

Logiku prvého radu budeme budovat a prezentovat paralelne s nasou predchédzajicou
vystavbou a vykladom vyrokového poc¢tu do tej miery, ako to len bude mozné. V dosledku
toho by ¢itatel mal jasne vidiet podobnosti ako aj rozdiely medzi tymito dvoma vetvami
matematickej logiky.

4.1 Jazyky prvého radu a struktary prvého radu

Typickd matematicka struktira pozostava z neprazdnej zakladnej mnoziny A nejakych
objektov, vybavenej nejakymi konecnomiestnymi operaciami, vyznacnymi prvkami a
kone¢nomiestnymi relaciami.

4.1.1 Priklad. Ciselné systémy s opericiami séitania + a nasobenia -, vyznaénymi
prvkami 0 a 1 a (s vynimkou komplexnych ¢isel) relaciou usporiadania < tvoria mate-
matické struktiry bezne oznacované nasledujicim spdsobom:

Prirodzené ¢isla (N; +,-,0,1, <)

Celé ¢isla (Z; +,-,0,1, <)

Racionélne ¢isla (Q; +,-,0,1, <)

Redlne ¢isla (R; +,-,0,1, <)

Komplexné ¢isla (C; +,-,0,1)

Jazyk prvého radu L = (F,C, R,v) je uréeny nejakymi (mozno i prazdnymi) mnozi-
nami F' funkcionalnych (operacnych) symbolov, C' konstantnych symbolov a R rela¢nych
(predikatovych) symbolov, spolu s funkciou arnosti (signatarou) v: F U R — N, ktora
priradi kazdému symbolu s € F'U R jeho drnost (pocet argumentov) v(s) > 1. Toto
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su $pecifické symboly jazyka L. KonsStantné symboly niekedy povazujeme za nularne
funkcionalne symboly, t.j. za prvky f mnoziny F' také, ze v(f) = 0 (v tom pripade
mnozina C explicitne nefiguruje v opise jazyka L).
Vsetky jazyky prvého rddu maja spolo¢né logické symboly:
e Objektové premenné (kratko len premenné): x, y, z, u, v, w, Tg, 1, T2, ...,
/ 1
Y,y ...

e Logické spojky: = (nie), A (a), V (alebo), = (ak ... tak alebo implikuje),
& (prdve vtedy, ked) (stacili by dve)
e Kvantifikitory: V (univerzdlny kvantifikdtor), 3 (ezistencny kvantifikdator)

(stacil by jeden)
Znak rovnosti: =
e Pomocné symboly: (, ) (zdtvorky), , (¢iarka) (dalo by sa zaobist aj bez nich)

4.1.2 Poznamka. Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze od mnozin F', C, R by sme mali
ziadat, aby boli nanajvys spocitatelné, lebo moznost, Ze by jazyk L obsahoval nespoci-
tatelne mnoho Specifickych symbolov, nedava prili§ zmysel. Takéto obmedzenie by nam
vsak neprinieslo nijakt technickt vyhodu. Co je vsak délezitejsie, ako uvidime neskér,
napr. ked sa budeme zaoberat diagramami Struktir, metédy a vysledky skiimania ne-
spocitatelnych jazykov maju aplikidcie aj pre Struktary spocitatelnych jazykov prvého
radu.

Struktira prvého rddu, t.j. strukttra nejakého jazyka prvého radu L = (F,C, R, v),
struéne L-struktura, A = (A; I) pozostava z neprazdnej mnoziny A (nazyvanej zékladné
mnozina alebo nosi¢) a interpretacie I Specifickych symbolov jazyka L v mnozine A:

e pre f € F také, ze v(f) =n, fl: A" - A

(kazdy n-arny opera¢ny symbol je interpretovany ako n-arna operacia na mnozine A)
eprecc(C,cleA

(kazdy konstantny symbol je interpretovany ako nejaky vyznacény prvok mnoziny A)
e pre r € R také, ze v(r) =n, rl C A"

(kazdy n-adrny relac¢ny symbol je interpretovany ako n-arna relacia na mnozine A)

Namiesto s’ &asto piseme s alebo len s pre kazdy Specificky symbol s.

4.2 Termy a formuly

Termy jazyka prvého radu L, stru¢ne L-termy, su zostavené z premennych, konstantnych
symbolov a funkciondlnych symbolov jazyka L. Mnozina Term(L) vSetkych L-termov je
najmensia mnozina taka, ze
1° x € Term(L) pre kazdi premennt z (kazdd premenna je term);
2° ¢ € Term(L) pre kazdé ¢ € C' (kazdy konstantny symbol je term);
3ak feF,v(f)=n a ty,...,t, € Term(L), tak f(t1,...,t,) € Term(L)
(ak f je n-arny funkcionélny symbol a t1,...,t, st termy, tak aj f(t1,...,t,) je
term).
Toto je rekurzivna definicia. Termy v 1°, 2°, ¢ize premenné a konstantné symboly, sa
nazyvaju atomické termy. Aby sme dokézali, Ze nejakd mnozina L-termov obsahuje
vietky L-termy, sta¢i overit, Ze spliia vSetky tri podmienky 1°, 2° a 3°.



58

Pre binarny operaény symbol f v 3° zvycajne piSeme ¢ fto namiesto f(¢y,t2).

Konstantné termy su termy, ktoré neobsahuju Ziadne premenné. Ak vsSetky premenné
vyskytujice sa v terme ¢ st obsiahnuté v zozname 1, ..., Ty, piSeme t(zy,...,z). AZ
na jednu vynimku: zapis ¢ nutne neznamena, ze t je konstantny term.

Ak je dand L-Struktura A = (A4; I) a term t(xq,...,xy), tak interpretaciou termu ¢

v A je k-miestna operacia t' : A¥ — A definovand pre lubovolni k-ticu (ay,...,ax) € A*
takto:
1° ak ¢ je premennd x;, kde i < k, tak t!(ay,...,ax) = a;;

2° ak t je konstantny symbol c € C, tak t!(ay,...,ar) = c!;

3° ak t je tvaru f(t1,...,t,), kde f € F, v(f) = n, a interpretécie t§ termov
t1(x1, ..y xg), oy ty(x1,. .., 2) s uz definované, tak

thay,...,a) = fI(t{(al,...,ak),...,ti(al,...,ak))

Specialne, interpretaciou konstantného termu ¢ je vzdy nejaky prvok ¢/ € A. Namiesto
t! Casto piseme t* alebo len ¢ pre fubovolny term ¢.

Formuly jazyka prvého radu L, struc¢ne len L-formuly, st zostavené z atomickych for-
mul pomocou logickych spojok a kvantifikatorov. Atomické formuly jazyka L s vyrazy
tvaru t; = ta, kde t1, to st lubovolné L-termy, a r(t1,...,t,), kde r € R je relaény sym-
bol, v(r) =n, aty,...,t, si lubovolné L-termy (namiesto r(t1,t2) Casto piSeme ¢y rts).
Mnozina Form(L) vSetkych L-formil je najmensia mnoZina také, ze

1° ak ¢ je atomicka formula, tak ¢ € Form(L) (kazda atomické formula je formula);

2° ak ¢,9 € Form(L), tak ¢, (p A1), (¢ V ), (¢ = 1), (¢ & ¢) € Form(L)
(ak @, 1 st L-formuly, tak nimi st aj ~p, (¢ A ), (¢ V), (¢ = ¥), (¢ © ¥));

3° ak ¢ € Form(L) a x je premennd, tak (Vx)yp, (3x)p € Form(L)
(pre TubovoIna formulu ¢ a premenna x vyrazy (Vz)e, (3z)p st formuly).

Toto je opit rekurzivna definicia. Ak chceme ukdzat, Ze nejakd mnozina L-formul ob-
sahuje vetky L-formuly, staci overif Ze spliia vSetky tri podmienky 1°, 2° a 3°.

Podobne aako vo vyrokovm pocte, aj teraz budeme vynechévat nepotrebné zatvorky.
Na druhej strane, v zaujme ¢itatelnosti obcéas pouzijeme aj zatvorky nevyzadované pred-
chadzajicou definiciou. Napriklad modifikované vyrazy —(¢), (¢) A (¢), atd., mézu byt
niekedy lepsie ¢itatelné ako ,rigorézne” formuly —¢, ¢ A1), atd. Atomické formuly tvaru
t1 = t2 sa nazyvaju identity. Konjunkcia dvoch identit (¢ = t2) A (t2 = t3) sa Casto
skracuje do tvaru t; = to = t3. Namiesto —(t; = t2) zvycajne piSeme t; # to; —(t17t2)
sa Casto skracuje na ty fto.

Po sebe iduce kvantifikicie s rovnakym kvantifikditorom (Qx1)...(Qz,) budeme
skracovat na tvar (Quy,...,z,). Napriklad budeme pisat (Vz1,...,2,)(3u,v)(V2)e
namiesto (V1) ...(Va,)(Fu)(Fv)(V¥2)e.

Vyskyt premennej x vo formule ¢ je jednoducho vyskyt symbolu x v niektorej z ato-
mickych formil, z ktorych je ¢ zostavena. Taky vyskyt sa nazyva viazany, ak spada pod
oblast pdsobnosti nejakého kvantifikitora; inak sa nazyva volng.
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4.2.1 Priklad. Vo formule
Vo) z+y=y+z)ANEBy)(Vu)(z <y+2)

jazyka prvého radu, ktory obsahuje binarny opera¢ny symbol + a binarny predikatovy
symbol <, st oba vyskyty premennej x v atomickej formule = + y = y + x viazané,
zatial ¢o jej vyskyt v & < y + z je volny, oba vyskyty premennej y v atomickej formule
T +y =y + x st volné, zatial ¢o jej vyskyt v x < y + z je viazany, vyskyt premennej z
v atomickej formule z < y—+2z je volny a kone¢ne premenné u sa vo formule ¢ nevyskytuje.

Uzavreté formuly alebo sentencie, pripadne tiez tvrdenia, s L-formuly, ktoré neob-
sahuju ziadne volné premenné. Ak sa vSetky premenné volne sa vykytujice vo formule
¢ nachddzaju v zozname x1,...,Z,, piSeme @(z1,...,2,). Vynimka: ak napiSeme ¢,
nemusi to nutne znamenat, Ze ¢ je uzavretd formula.

Nasledujiica definicia reldcie spliiania pochadza od Alfreda Tarského. Splnenie L-
formuly p(x1,...,2,) prvkami ay,...,a, € A nejakej L-Struktury A = (A; I) sa znadi
AE p(ar,...,a,) a ¢ita p(ay,...,a,) je splnend alebo pravdivd alebo plati v A. Je
definovana rekurzivne:

o ak pist; = ty, tak AF ¢(ay,...,a,) prave vtedy, ked ti(ay,...,a,) =th(a1,...,a,)
e ak pjer(ty,...,tm), tak AF ¢(ay,...,a,) prave vtedy, ked

(t{(al, ey Gp)y . tE (ag, . .,an)) erl
e ak pje ), tak AF p(aq,...,a,) prave vtedy, ked nie je pravda, ze A E ¢(aq, ..., a,)
e ak v je ¥ A x, tak AF p(aq,...,a,) prave vtedy, ked zaroven

AEY(ay,...;an) a AF x(ay,...,ay,)
e ak pje )V x, tak AF ¢(ay,...,a,) prave vtedy, ked

AEY(a,...,a,) alebo AE x(a,...,a,) (v nevylu¢ovacom zmysle)

e ak v je 1 = yx, tak AF ¢(ay,...,a,) prave vtedy, ked
z AEY(ay,...,a,) vyplyva AF x(ay,...,a,)

e ak v je 1 & x, tak AF ¢(ay,...,a,) prave vtedy, ked podmienky
AEY(ay,...,a,) a AF x(aq,...,a,) st ekvivalentné

e ak pje (Vx)v, tak AF p(ay,...,a,) prave vtedy, ked
AEY(a,ay,...,a,) prekazdé a € A

e ak p je (Fx)y, tak AFE p(ay,...,a,) prave vtedy, ked
AEY(a,aq,...,a,) pre nejaké a € A

Uvedent definiciu mozno prepisat do prehladnejsej podoby, ktora je zaroven lahsia na
zapamétanie, ak pouzijeme rovnaké symboly pre logické spojky, kvantifikatory a vzfah
rovnosti tak v jazyku prvého radu L, s ktorym pracujeme, ako aj v beznej slovencine
(ktord je sucastou nasho metajazyka). Aby sa zabranilo nedorozumeniu, takyto pristup
sa zvykne uvadzaf slovnym obratom ,zneuzitie oznadenia“. Citatel by si mal pozorne
prejst prepisant verziu a identifikovaf prislusnt tlohu kazdého jednotlivého vyskytu
logickych symbolov v ne;j:
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AE (t1 =t2)(ar,...,a,) & AFti(ar,...,an) =t2(a,...,an)
AEr(ty, ..., tm)(a1,...,an) & AEr(ti(ar,...,an),. .. tm(as,...,a,))
AE —p(ay,...,an) & ~(AEp(al,...,a,)) & AHF o(al,...,ap)
AE (o AY)(ar,...,a,) & (AFE@(ar,...,an) NAEY(ar,. .., a,))
AE (pV)(ar,...,a,) & (AFE@(ar,...,an) VAEY(ar,. .., a,))
AE (o= v)(ar,...,a,) & (AFE@(ar,...,an) = AFEY(ar, ..., a,))
AE (oo P)(a,...,a,) & (AE@(ar,...,an) & AEY(ar,. .., a,))
AE Va)p(z,a1,...,a,) <
) <

(Vae A)(AF ¢(a,aq,...,a,))
(Ja € A)(A'Z QO(a,ab---,an))

L
8
~—~

S
—~
8

S
c
v@
3

Pre o(1, ..., Tn, Y1, Ym) & a1,...,0, € A piSeme A F @(a1,...,0n,Y1,---,Ym)
prave vtedy, ked A E ¢(ay, ..., an,b1,...,by) prevsetky by, ..., b, € A, t.j. prave vtedy,
ked AFE (Yyi,...,Ym)@(a1,...,0n,Y1,- .., Ym). Specidlne A F o(x1,...,2,) znamena
AE p(ay,...,a,) pre vetky a1,...,a, € A, t.j. AE Va1, ..., z0)p(x1, ..., 25).

4.3 Teorie prvého radu a ich modely

Teoriu prveho radu T, t.j. tedriu v nejakom jazyku prvého radu L, reprezentujeme a
zaroven stoziujeme s mnozinou jej $pecifickych axiom T C Form(L). Namiesto tedria
spliia teériu T alebo je modelom teérie T, ak A splia vietky axiémy teérie 7. V tom
pripade piSeme A F T. To znamena, Ze

AET préave vtedy, ked AF ¢ pre kazdé p € T

Hovorime, ze formula v je logickym alebo nevyhnutngm dosledkom (axiém) tedrie T,
pripadne, Ze v plati alebo je splnené ¢i pravdive v T, ak 1 je splnené v kazdom modele
A tedrie T. V tom pripade piseme T F 1). TakZe mame

T FE préave vtedy, ked AF 9 pre kazdy model AF T

Nasim cielom je zachytit sémanticky pojem pravdy alebo spliiania & logického dosled-
ku prostrednictvom syntaktického pojmu dokdzatelnosti. To bude napliiou nasledujiceho
paragrafu. Kym vSak obratime pozornost k tejto otazke, je ziadtce, aby sme sa aspon
letmo oboznamili s niektorymi dolezitymi tedériami prvého radu a ich modelmi.

Tedrie prvého rddu mozeme predbezne rozdelif do nasledujicich dvoch kategdrii:

(a) Tedrie prvého radu popisujuce triedu rozmanitych sStruktar toho istého jazyka
prvého radu, vymedzeni nejakymi spoloénymi vlastnostami formulovanymi ako axié-
my prislusnej tedrie. Niektoré podtriedy triedy vSetkych modelov tejto tedrie mozu byt
popisané pomocou dodatoc¢nych axiém, pripadne tiez prostrednictvom podmienok, ktoré
nie s vyjadrené v onom jazyku prvého radu. Z dalej uvedenych tedrii do tejto kategérie
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spadaju Tedria grup, viaceré Tedrie okruhov a poli, vektorovych priestorov, Tedrie us-
poriadania, Booleovych algebier a Tedrie usporiadanych okruhov a poli.

(b) Tedrie prvého radu kladuce si za ciel popisat jedint matematicka Struktiru ,c¢o
najuplnejsim spdésobom“. Ako neskér uvidime, takéto ciele si — az na isté trivalne pri-
pady — nedosiahnutelné. Nagim prvym prikladom tohto druhu bude Peanova aritmetika,
usilujtica sa o aplny popis stuktary prirodzenych cisel so s¢itanim a nasobenim. Druhy
priklad zahffia Zermelovu-Fraenkelovu teériu mnozin s axiémou vyberu (v nie celkom
presne nacrtnutej podobe), ktora by mala ¢o najvernejsie zachytit univerzum mnozin.

4.3.1 Grupy. Teoria grip ma niekolko alternativnych axiomatizacii v mierne odlisnych
jazykoch prvého radu. Grupa je jednoducho model Tedrie grup.

(a) V jazyku prvého radu s bindrnym opera¢nym symbolom - (nésobenie), konstant-
nym symbolom e (jednotka alebo neutralny prvok) a unidrnym opera¢nym symbolom ~1
(operécia inverzného prvku) st axiémami Tedrie grip nasledujtce identity

vyjadrujice asociativnost nasobenia, tlohu e ako jednotkového prvku a fakt, ze 2! je

inverzny prvok k x. Grupy su potom struktury (G; €, _1) spliajice uvedené axiémy.

Grupa sa nazyva komutativna alebo abelovskd, ak spliia komutativny zékon
Tedria grup, najmi v abelovskom pripade, sa niekedy zvykne formulovat v jazyku
s bindrnym opera¢nym symbolom + (s¢itanie), konstantnym symbolom 0 (nula) a unér-
nym opera¢nym symbolom — (minus, inverzny prvok —z sa nazyva opa¢ny prvok k x).

(b) Ak z jazyka Tedrie griip vynechdme unarny opera¢ny symbol ~!) tak poslednt
axiému vyjadrujucu existenciu inverznych prvkov musime formulovat trochu kompliko-
vanejsim spdsobom

(Vz)Ey)(z-y=e=y-x)
Grupy potom chapeme ako struktiry (G; -, e) spliiajtce prislusné tri axiémy.

(c) V jazyku obsahujicom iba symbol nasobenia je potrebné zlucit axiémy vyjadru-
juce existenciu jednotkového prvku a inverznych prvkov do jedinej, zato vSak zlozitejsej
axiémy

Gu)(Vz)(z-u=z=u-zA@y)(z-y=u=1y- x))

Intt moznost predstavuje axiéma

Vo) 3y (V2) (2 (z-y) =2=(y-2) 2)

Grupa je potom $truktira (G; -) spliajica asociativny zakon a jednu (teda obe) z dvoch
poslednych axiém.

Je jasné, ze z grupy (G;- e, ') v zmysle (a) mozno dostaf grupu v zmysle (b)
alebo (c¢) vynechanim interpretacii nadbyto¢nych symbolov. Obratene, jazyk Tedrie grap
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v zmysle (¢) mozno rozsirit o chybajice symboly a definovat jednotkovy prvok a operaciu
inverzného prvku formulami

u=e & Va)(z-u=zx=u-x)

y:x_l & rry=e=y-x

Potom grupa (G; -) v zmysle (c) sa stane grupou v zmysle (b) alebo (a).

Prikladmi komutativnych grip (v jazyku s jedinou bindrnou operaciou) st aditivne
grupy (Z; +) celych ¢&isel, (Z,,; +) zvyskov modulo n > 2, racionalnych ¢isel (Q; +), atd.
Priklady nekomutativnych grap poskytuja struktary (S(X); o) vSetkych bijektivnych
zobrazeni (permutécii) lubovolnej mnoziny X s viac ako dvoma prvkami do seba s ope-
raciou kompozicie, alebo struktary (GL(n,R); -) vSetkych invertibilnych redlnych matic
rozmeru n X n pre n > 2 s operaciou nasobenia matic.

4.3.2 Okruhy a polia. (a) Tedria okruhov je formulovand v jazyku s dvoma binadrnymi
operaénymi symbolmi + (sé¢itanie), - (nasobenie) a konstantnym symbolom 0 (nula).
Okruh je potom struktira (A; -+, -,0) spliiajiica axiémy Teérie okruhov. Tie vyjadrujt
podmienku, Ze (A; +,0) je abelovskd grupa, asociativny zakon pre nasobenie a dva
distributivne zakony

r-(y+z2)=( y)+(x-2) (z+y)-z=(@ 2)+ Yy 2)

obvykle zapisované v jednoduchsej podobe x(y + 2) = zy + 2z a (x +y)z = 2z + y=.
Modely tedrie okruhov sa nazyvaja okruhy.

Okruh sa nazyva komutativny, ak spliia komutativny zakon pre nasobenie -y = - .
Komutativny okruh sa nazyva obor integrity, ak vyhovuje axiéme

zy=0 = (x=0Vvy=0)

(b) Tedria okruhov s jednotkou alebo Teoria unitdrnych okruhov je formulovana v ja-
zyku tedrie okruhov rozsirenom o novy konstantny symbol 1, oznacujuci jednotku pre
nasobenie. Jej axiomy su tvorené axiomami Tedrie okruhov a identitami -1 =x =1-x.

(¢) Teoriu poli dostaneme z Tedrie komutativnych okruhov s jednotkou pridanim
axiomy 0 # 1 a axiéomy
Va)(z# 0 = By)(z-y=1))

pozadujicej existenciu multiplikativnych inverznych prvkov ku vSetkym nenulovym prv-
kom. Pole je jednoducho model Tedrie poli.

(d) Tedria okruhov s delenim sa dostane z Tedrie unitarnych okruhov rozsirenim
o podmienku 0 # 1 a axiému inverznych prvkov

Vz)(r#0 = Qy)(z-y=1=y 1))

Okruh s delenim, pripadne teleso je jednoducho model tejto tedrie.
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Parne celé ¢&isle tvoria komutativny okruh (27Z; +, -, 0) bez jednotky. Struktura celych
¢isel (Z; +,-,0,1) a struktary (Z,; +,-,0,1) zvyskov modulo n > 2 tvoria komutativne
okruhy s jednotkou. Priklady nekomutativnych okruhov s jednotkou poskytuju struk-
tary (R”X"; +,,0,1 ) vSetkych redlnych matic rozmeru n x n, kde n > 2, s operaciami
sCitania a nasobenia matic, nulovou maticou 0 a jednotkovou maticou /. Prikladmi poli
su Struktary (Q; +,-,0,1), (R;+,-,0,1), (C; +,-,0,1) vSetkych racionélnych, realnych
resp. komplexnych ¢isel, ako aj strukiry (Z,; +,-,0,1) zvyskov modulo akékolvek prvo-
¢islo p. Zrejme kazdé pole je obor inegrity, avSak celé ¢isla (Z; +,-,0,1) tvoria obor
inegrity, ktory nie je polom. Prikladom nekomutativneho okruhu s delenim, t.j. okruhu
s delenim, ktory nie je polom, st kvaterniony (H; +,-,0,1). Kvaterniény predstavuji
stvorrozmerna analégiu komplexnych cisel; su to cisla tvaru qo + q11+¢1 j+qsk, kde
90,1, 92, g3 € R a i, j, k st tri imaginarne jednotky spliiajace i = j? = k* =ijk = —1.
Rovnost kvaterniénov a ich séitanie st definované po zlozkach, zatial ¢o ich nésobenie je
definované jedinym moznym spoésobom rozsirujicim uvedené relacie medzi generatormi
i, j, k, vynitenym axiémami unitarnych okruhov.

(e) Pole (F; +,-,0,1) sa nazyva algebraicky uzavreté, ak spliia nekoneény zoznam
axiom

(Vur, .. up)(F2) (2™ + w4+ w1z + u, = 0)

pozadujuci existenciu koretiov vSetkych polynémov akéhokolvek stuptia n > 2 s koefi-
cientmi z F'. Pole (C; +, -, 0,1) vSetkych komplexnych ¢isel a pole (A; +,-,0, 1) vSetkych
algebraickych ¢isel (t.]. korefiov polynémov s racionalnymi koeficientmi) st prikladmi
algebraicky uzavretych poli.

(f) Pole (F; +,-,0,1) sa nazyva formdlne redlne, ak splita nekoneény zoznam axiém
2 2 o
i+ +tx, =0 = 2r=...=2,=0

pre kazdé kladné n € N, pozadujuci, aby sucet stvorcov nenulovych prvkov nebol nikdy 0.
Teoria redlne uzavretych poli je rozsirenim Teorie formdlne redlnych poli o axiému

Va)By)(y* =z vV y* = —x)

postulujicu existenciu druhej odmocniny z x alebo z —x pre kazdé x, ako aj o nekonec¢ny
zoznam axiom

(Vut, ..., un)(32) (2" +urz" ' + .+ up1z +up, = 0)

zarucujuci existenciu aspon jedného korena pre kazdy polyném akéhékolvek nepdrneho
stupnia n > 3 s koeficientmi z F. Pole (R; +,-,0,1) vSetkych redlnych ¢isel a pole
(RN A; +,-,0,1) vSetkych redlnych algebraickych ¢isel st prikladmi redlne uzavretych
poli. Pole (Q; +,-,0,1) vSetkych racionalnych ¢isel je formélne redlne, ale nie je realne
uzavreté.

Nasledujtci, hoci pomerne znamy priklad stoji za zmienku, lebo ukazuje, ze i samotné
mnoziny funkcionédlnych alebo rela¢nych symbolov jazyka prvého radu mozu niest vlast-
ni prvoradovu struktaru.
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4.3.3 Vektorové priestory nad danym polom. Pre pevne zvolené pole (F'; +,-,0,1)
zavadzame jazyk prvého rddu L(F') s konstantnym symbolom 0, s bindrnym opera¢nym
symbolom + a mnozinou F' unirnych opera¢nych symbolov (mnozina rela¢nych sym-
bolov je préazdna). Typickua struktaru jazyka L(F') oznacujeme V = (V; F, +,0); prvky
mnoziny V nazyvame vektory. Prvky f € F v tlohe unarnych opera¢nych symbolov
nazyvame skaldry; namiesto f(x) zvykneme pisat len fx a tomuto vysledku hovorime
skaldrny ndsobok vektora x skalarom f. Vektorovy priestor nad polom F je Struk-
tara V = (V; F,+,0) jazyka L(F) spliiajica axiémy vyjadrujice fakt, ze (V;+,0) je
abelovska grupa, ako aj axiomy

lr ==
fle+y)=fz+ [y
(fg)x = f(gx)
(f+9)x=fr+gx
pre Tubovolné skalary f,g € F. Citatel by si mal uvedomit, Ze posledné tri rovnosti si
vlastne schémy azriom, a nie jednotlivé axiémy.

4.3.4 Teodrie usporiadania. Teoria ciastocného usporiadania sa formuluje alterna-
tivne v jazyku prvého radu s jedingm binarnym rela¢nym symbolom < (ostré ¢iasto¢né
usporiadanie) resp. < (neostré ¢iastoéné usporiadanie). ,,Ostra“ verzia je dand axiémami

—(r < x) —(r <y ANy<uz) (x<yNhy<z) =z<z
,Neostra“ (a CastejSie pouzivand) verzia ma axiémy
r<ux (r<yANy<z)=>zx=1Yy (x<yANy<z)=>zx<z

Ciastocne usporiadand mnoZina (poset) je jednoducho model (P; <) alebo (P; <) pri-
slusnej verzie tejto tedrie.
Ocividne, z posetu (P; <) dostaneme poset (P; <) definiciou neostrého ¢iastoéného
usporiadania
r<y & rx<yVrr=y

Obratene, z posetu (P; <) mozeme vyrobit poset (P; <) definiciou ostrého ¢iastoéného
usporiadania
r<y & rx<yANzxz#y

Océakavame, Ze Citatel bude schopny kedykolvek prepinat medzi oboma verziami.
Teoria usporiadanych mnoZin, niekedy nazyvana aj Teoriou totalneho usporiadania
alebo tiez Teoriou linedrneho usporiadania, vznikne pridanim aziomy trichotomie

r<yVae=yVy<cz

resp. axiomy dichotomie
z<yVvVy<lzx

k prislusnej verzii Tedrie ¢iastocného usporiadania.
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4.3.5 Booleove algebry. Jazyk Teorie Booleovych algebier mé dva binarne operac¢né
symboly A (priesek), V (spojenie), jeden unarny opera¢ny symbol ' (doplnok) a dva
konstantné symboly 0 a 1. Takéto oznacenie porusuje implicitna dohodu, ze Specifické
symboly akéhokolvek jazyka prvého radu su odlisné od jeho logickych symbolov. Nakolko
vSak vsetky axiémy Teodrie Booleovych algebier su identity a neobsahuju zZiadne logické
spojky, ziadne nedorozumnie z toho nehrozi. Na druhej strane toto oznacenie poukazuje
na znamu suvislost medzi Booleovymi algebrami a a vyrokovym poétom. Booleova al-
gebra B = (B; A\, V,’,0,1) je jednoducho model tedrie s nasledujicimi axiémami:

TANy=yAzx xVy=yVzx (komutativne zékony)
cAYyNz)=(xAy) Az xV(yVz)=(xVy)Vz (asociativne zakony)
TANT =1 rVr=ux (zdkony idempotencie)
zAN(xVy) ==z zV(zAhy)==x (absorbéné zakony)
cAN(yVz)=(@Ay)V(eAz) zV(yAz)=(xVy)A(zVz) (distributivne zdkony)
(xny) =2'Vy (xVy) =2' Ny (De Morganove zakony)
zA0=0 xrV0=uz (zdkony nuly)
rANl==x xVv1i=1 (zdkony jednotky)
zAx =0 rVvVa =1 (zdkony doplnku)

Tento zoznam axiém je redundantny: niektoré jeho polozky sa daji odvodit ako dosledky
ostatnych. Na Tubovolnej Boleovej algebre mozno zaviest ¢iastoéné usporiadanie pomo-
cou ktorejkolvek z nasledujucich dvoch ekvivalentnych podmienok:

<Ly & =z Ny & zVy=y

Potom 0 je najmensi a 1 najvicsi prvok vzhladom na toto ¢iastoéné usporiadanie v B.

Typickymi prikladmi Booleovych algebier st potenéné mnoziny Tubovolnych mnozin.
Presnejsie, pre kazdt mnozinu I jej potenénd mnozina P(I) = {X: X C [} s opera-
ciami mnozinového prieniku, zjednotenia a doplnku vzhladom na mnoZinu I, s praz-
dnou mnozinou ) v tlohe nuly a mnozinou I v tlohe jednotky tvori Booleovu algeb-
ru (P(I); N,U, ", 0,I). Ciastoéné usporiadanie X < Y na P(I) splyva s mnozinovou
inkltziou X C Y.

Iny priklad Booleovej algebry mozno dostat z mnoziny VF(P) vSetkych vyrokovych
foriem nad akoukolvek mnozinou vyrokovych premennych P # (), ak vztah rovnosti
interpretujeme ako vzfah logickej ekvivalencie A = B, s logickymi spojkami A, V a
= v ulohe boolovskych operacii prieseku, spojenia a doplnku, a s hocakou tautolégiou
v ulohe 1 a hocakou kontradikciou v tlohe 0.

4.3.6 Uloha. (a) Ukazte, ze obe podmienky definujtice vzfah ¢iastoéného usporiadania
< na Booleovych algebrach st naozaj ekvivalentné, a ze takto definovany vztah < je
naozaj (neostrym) ¢iastoénym usporiadanim.

(b) Ukéazte, ze priesek = A y je infimum a spojenie x V y je supremum mnoziny {z,y}
vzhladom na ¢iastoéné usporiadnaie <. To znamend, ze pre fubovolné z plati z < x a
z < y prave vtedy, ked z < x Ay, a podobne z < z a y < z prave vtedy, ked x Vy < z.



66

(¢) Dokazte zakon dvojitého doplnku x” = = ako aj identity 0’ = 1, 1’ = 0 z axiém
Booleovych algebier.

4.3.7 Usporiadané okruhy a polia. Tedriu usporiadanych okruhov dostaneme roz-
Sirenim jazyka Tedrie okruhov o bindrny relaény symbol < a rozsirenim zoznamu jej
axiém o axiémy (totalneho) ostrého usporiadania a dalej o axiémy

r<y=zcztz<yt+z
(x<yN0<z) = (xz<yz A zz < zy)

vyjadrujuce fakt, ze operacie pripoc¢itania Tubovolného prvku z ako aj nésobenia lubo-
volnym kladnym prvkom z st rasttce.

Rovnaky postup mozno aplikovat na Tedriu okruhov s jednotkou, Tedriu komu-
tativnych okruhov, Tedriu poli, atd., ¢im ziskame Teoriu usporiadanich okruhov s jed-
notkou, Teoriu usporiadangch komutativnych okruhov, Teoriu usporiadangch poli, atd.
Celé cisla (Z; +,+,0,1, <) st reprezentativnym (a minimalnym) prikladom usporiada-
ného komutativneho okruhu s jednotkou. Raciondlne ¢isla (Q; +,-,0,1, <) a redlne ¢isla
(R; +,-,0,1, <) tvoria usporiadané polia. Mozno dokazat, ze ani pole komplexnych ¢isel
(C; +,-,0,1) ani ziadne kone¢né pole, napr. ziadne z poli (Z,; +, -, 0, 1) zvyskov modulo
akékolvek prvocislo p, nemozno uporiadat relaciou < tak, aby tvorili usporiadané pole.

Usporiadnaé pole (F; +,-,0, 1, <) sa nazyva redlne uzavreté, ak je to formalne realne
pole spliiajice podmienku

>0 = (3z)(z =2

a nekonec¢ny zoznam podmienok pozadujucich, aby kazdy polyném nepdrneho stupna
n > 3 s koeficientmi z F' mal v F' aspon jeden koren, podobne ako v Tedrii (neusporiada-
nych) redlne uzavretych poli. Tedria usporiadanych redlne uzavretych poli je rozsirenim
Teorie usporiadanych poli o tieto axiémy. Jednoducho mozno overit, Ze z kazdého redlne
uzavretého pola (F'; +,-,0,1) mozno ziskat usporiadané pole (F'; +,-,0,1, <) definiciou
(neostrého) usporiadania podmienkou

<y & (3z)(y=z+2°)

Obrétene, pre kazdé usporiadané redlne uzavreté pole (F; +,-,0,1,<) je jeho redukt
ziskany vynechanim relacie usporiadania < redlne uzavretym polom (F'; +,-,0,1).

4.3.8 Peanova aritmetika. Peanova aritmetika PA je najbeznejSou tedriou prvého
radu popisujicou struktaru prirodzenych ¢isel. V logickych textoch sa zvycajne formu-
luje v jazyku prvého rddu s undrnym operaénym symbolom S (operacia nasledovnika,
t.j. pripo¢itania 1), dvomi bindrnymi operdciami s¢itania + a nasobenia - a konsStant-
nym symbolom 0. Pre nas je vSak vhodnejsie nahradit symbol nasledovnika S kons-
tantnym symbolom 1; takto bude nasa formulacia pouzivat doverne znamy jazyk Tedrie
unitarnych okruhov (operaciu nasledovnika mozno potom definovat ako S(z) = = + 1).

Axiémy tedrie PA mozno rozdelit do $tyroch skupin. Prvéa skupina pozostéva z troch
axiém pre operaciu nasledovnika (Tavy stipec), druha skupina je vlastne rekurzivnou
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definiciou séitania pomocu nasledovnika (stredny stipec) a tretia skupina je rekurzivnou
definiciou nasobenia pomocou s¢itania (pravy stlpec):

0£z+1 r+y+)=(@+y)+1 z-(y+1)=(x-y +=z
r+l=y+1=ax=y

Stvrta skupina pozostava z nekone¢ne mnohych axiém zachytenych v Schéme indukcie
(0(0,@) A (Va)(p(z,@) = p(z+1,7) = (Vo)p(r,d)

kde p(z,uq,...,u,) je lubovolna formula jazyka tedrie PA, skratena do podoby ¢(z, ).
Jazyk PA byva obvykle rozsireny o symbol usporiadania < definovany vztahom

r<y & F2)y=z+2)

a z axiom PA vyplyva, Ze je to (neostré) linedrne usporiadanie s najmensim prvkom 0.
Schému indukcie potom mozno ekvivalentne vyjadrit v tvare Principu dobrého usporia-
dania

Q2)d(z, @) = @) (P, @) A (VY)Y 0) = = <y))

pre Tubovolnt formulu ¢ (x, %) v jazyku PA. Neformalne tento princip vyjadruje pod-
mienku, ze kazda neprazdna mnozina prirodzenych ¢isel tvaru {z: ¢ (z, 4)} ma najmensi
prvok.

,Obvyklé“ prirodzené ¢isla tvoria takzvany standardnyg model (N; +,-,0,1) Peanovej
aritmetiky. Kazdy prvok n € N je interpretaciou nejakého konstantného termu jazyka
PA. Kanonické reprezentécie jednotlivych prirodzenych ¢isel mozno definovaf rekurzivne:

1° Prirodzené cislo 0 splyva s konstantnym symbolom 0.
2° Ak prirodzené ¢islo n splyva s konstantnym termom ¢, tak prirodzené ¢islo n + 1
splyva s konstantnym termom t + 1.
,Zneuzijuc oznacenie“ moézeme pisat 0 = 0,1 =0+1,2 = (0+1)+1,3 = ((0+1)+1)+1,

on=0..((0+1)4+1)---4+1)+1 (s n vyskytmi symbolu 1), atd. Prirodzené ¢islo n
je tak reprezentované konstantnym termom, ktory dostaneme n-tou iteraciou operacie
nasledovnika aplikovanou na konstantny symbol 0.

Neskor uvidime, ze PA ma aj nestandardné modely.

4.3.9 Tedéria mnozin. Vicsina verzii Teorie mnozin je formulovanych v jazyku prvého
radu s jedingm bindrnym relaénym symbolom € oznacujicim vztah nalezania. Formula
x € X znamend, ze x je prvkom (elementom) X alebo x patri (ndlezi) do mnoZiny X.
Spolocné jadro tychto verzii je tvorené nasledujicimi Styrmi axiémami:

X=Y & (V2)(zeX & z€Y)

Vz,y)32)V2)(z€Z & (z=2V z=1y))

VX)3U)Vu)(ueU & (Fze X)(uerx))

VX)3Y)Vy)lyeY & (Vo)(zey = z€ X))
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nazyvanymi Azxioma extenzionality, Azioma dvojice, Axioma zjednotenia a Azioma po-
tencnej mnoZiny, a nasledujicim nekone¢nym zoznamom axiom

VX)3Y)Va)(z €Y & (z€X A ¢(z, 1))

pre lubovolnti mnozinova formulu p(x,uy,.. ., u,), nazyvanym Schémou vydelenia.
Axiéma extenzionality hovori, Ze mnoziny X a Y sa rovnaju prave vtedy, ked obsahuju
rovnaké prvky. Axiéma dvojice postuluje existenciu mnoziny

Z={z,yt={z:z=2 V z=y}
pre Tubovolni dvojicu prvkov z, y. Axiéma zjednotenia zarucuje existenciu zjednotenia
U= UX ={u: (Gre X)(uex)}

vsetkych mnozin x z danej mnoziny X. Axidma poten¢nej mnoziny postuluje existenciu
poten¢nej mnoziny (teda mnoziny vsetkych podmnozin)

Y=PX)={y:yC X} ={y: (Va)(z ey = z € X)}

lubovolnej mnoziny X . Koneéne, Schéma vydelenia zarucuje moznost vyélenit akukolvek
podmnozinu tvaru

Y={zeX:pu)}={z:xecX A opxu)}

z danej mnoziny X pomocou mnozinovej formuly o(z,uq, ..., uy,).

Zermelova-Fraenkelova teoria mnozin ZF vznikne rozsirenim uvedeného zoznamu o
Axiomu regularity, Axiomu nekonecna a Schému nahradenia. Zermelova-Fraenkelova
teoria mnozZin s ariomou vyberu ZFC, ktora je najrozsirenejSou a najviac pouzivanou
verziou Teodrie mnozin v modernej matematike, vznikne zo ZF pridanim Aziomy vyberu
(AC). Aby sme udrzali nas text na elementarnej trovni, obmedzime sa na neformalne
formulécie tychto vyssich axiom Tedrie mnozin. Axiéma regularity zabezpecuje, ze kazda
neprazdna mnozina mnozin obsahuje ako svoj prvok mnozinu s nou disjunktni. Axiéma
nekonecna postuluje existenciu nekonecnej mnoziny a v désledku toho umoznuje dokazat
existenciu mnoziny vsetkych prirodzenych ¢isel. Schéma nahradenia zovSeobectniuje Sché-
mu vydelenia tym, Ze dovoluje tvorit mnoziny nielen vyc¢lefiovanim z danej mnoziny, ale
aj ako isté obrazy podmnozin danej mnoziny definované pomocou mnozinovych formaul.
Konec¢ne Axiéma vyberu zarucuje, ze pre kazdi mnozinu X neprazdnych po dvoch dis-
junktnych mnozin existuje mnozina, ktora z kazdej z mnozin x € X obsahuje prave po
jednom prvku.
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4.4 Axiomatizacia logiky prvého radu a veta o uplnosti

Podobne ako vo vyrokovom pocte aj tentokrat uprednostnime kratku a struc¢na axioma-
tizaciu logiky prvého radu. Preto budeme postupovat tak, ako keby mnozina Form(L)
vSetkych formul akéhokolvek jazyka prvého radu L bola vybudované z atomickych formul
vyluéne pomocou logickych spojok — a = a univerzalneho kvantifikatora V. Zapisom
p ~ 1 vyjadrujeme to, ze znaky ¢ a 1 oznacuju ta istt1 formulu. Podobne ako symboly
o, ¥, x, L, atd., ani symbol = nepatri do nasho jazyka prvého radu. Napospol ide o
symboly metajazyka, pomocou ktorého opisujeme predikatovy pocet.
Zostavajuce logické spojky a existenény kvantifikdtor mozno zaviest ako skratky

(P AY) = =(p = ),
(p V) = (mp =),
(pev)~(@=Y)A [ =p),
(Fz)p = (V).

Logické axiomy predikatového poctu sii rozdelené do troch skupin: axiomy vyrokoveho
poctu, axiomy kvantifikdtorov a axiomy rovnosti.

4.4.1 Axiémy vyrokového poétu. (4 schémy axiém)
Pre Tubovolné formuly ¢, v, x nasledujice formuly axiémy:
(PrAx1l) o= (Y= )
PrAx2) (¢= (¥ =x) = ((¢ =v) = (¢ = X))

(
(PrAx3) (¢ =¢) = (¢ = )= —p)
(PrAx4) ——¢ = ¢

Ak ¢ je formula a t je term, tak ¢(t/x) oznacuje formulu ziskant substiticiou termu ¢
za premennu x do formuly . To znamend, ze kazdy volny vyskyt premennej x vo formule
¢ nahradime termom ¢. Podobne zavadzame viacnasobné substiticie o(t1 /1, .. ., tn/zn) ]
Ked nehrozi nedorozumenie, piSeme len ¢(t) ad ¢(t1, ..., t,).

Substiticia ¢t za z do ¢ je pripustnd, ak sa po nej ziadna z premennych termu ¢ ne-
ocitne v oblasti posobnosti nejakého kvantifikdtora. Neformélne to znamena, ze ,,p(t/x)
vypoveda o t to isté, ako ¢ vypoveda o x*.

4.4.2 Priklad. V ramci celych ¢isel formula ¢(z) ~ (Jy)(z = y + y) hovori, ze x je
parne ¢islo. Ak t je term u + x, tak ¢(t/z) je formula (Fy)(u+x = y +y), ktord hovori,
Ze u + x je parne; toto je pripustné substiticia. Ak ¢ je term y, tak ¢(t/z) je uzavretd
formula (Fy)(y = y + y) vyjadrujiaca (pravdivy) fakt, Zze rovnica y = y + y ma rieSenie;
toto je nepripustna substittcia.

4.4.3 Axiémy kvantifikatorov. (2 schémy axiém)
Pre lubovolné formuly ¢, 1 a term ¢ nasledujtce formuly st axiémy:

(QAx1) (Va)(p = ¢) = (¢ = (Va)y)

(ak premenné x nemé volny vyskyt vo ¢)

(QAx2) (Va)p = o(t/x)
(ak substittcia t za x do ¢ je pripustna)
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4.4.4 Axiémy rovnosti. (3 axiémy + 2 schémy axiém)
Pre lubovolny n-arny funkcionalny symbol f a [ubovolny n-arny rela¢ny symbol r nasle-
dujtce formuly st axiomy:

(EAx1) z ==

(EAx2) z=y=y==x

(EAx3) z=y= (y=z2z=1z=2)

(EAx4) z1=n1=>(..= (@n=yn= f(z1,...,2n) = f(Y1,-- -, Yn))-..)

(EAXD) z1=y1=(..= @@=y =71, 20) =W, .-, Yn)) .-+ )

4.4.5 Odvodzovacie pravidla. Mopus PONENS (MP) a PRAVIDLO ZOVSEOBECNENIA
(GENERALIZACIE) (Gen)

(MP) %ﬂ (z p a p = 1 odvod ¥)
(Gen) (Vi)g@ (z ¢ odvod (Vz)p)

4.4.6 Uloha. (a) Presvedcte sa, ze vsetky logické axiémy st splnené v kazdej L-
Strukture A.

(b) Uvedomte si, ze odvodzovacie pravidlo Modus Ponens je korektné v nasledujicom
zmysle: Pre kazdu L-Struktaru A a Iubovolné L-formuly ¢, ¥ z podmienok A F ¢ a
AE p =9 vyplyva AFE 1.

(c) Presvedcéte sa, ze Pravidlo zovSeobecnenia je korektné v nasledujicom zmysle: Pre
kazda L-Struktiru A a Tubovolnti L-formulu ¢ z podmienky A F ¢ vyplyva AE (Vx)p
pre aktkolvek premennt x, bez ohladu na to, ¢i x je volna vo ¢ alebo nie.

Dokaz v teérii prvého radu T je konecné pstupnost formul ¢g, 1, . . . ©,, ktorej kazdy
¢len ¢y je alebo logickd axiéma alebo Specifickd axiéma tedrie T' (t.j. ¢r € T), alebo
vyplyva z predchadzajucich ¢lenov podla pravidla Modus Ponens (MP) (t.]. pre nejaké
i,j < k ¢len ¢; ma tvar ¢; = ¢i) alebo podla Pravidla zovseobecnenia (Gen) (t.j. pre
niektoré j < k ¢len ¢;, ma tvar (Vx)p; pre nejaki premenni ).

Formula v je dokdzatelnd v teérii T, ak existuje dokaz ¢q, @1, ..., o, v T, ktorého
posledny ¢len ¢,, splyva so 1. Symbolicky piSeme T + 1. Namiesto () - 1) piSeme iba
- 4); znamena to, Ze 1) je dokézatelné len z logickych axiém.

4.4.7 Uloha. Overte, Ze nasledujiice prvoradové schémy st dokazatelne len z logickych
axiém:
(a) vSetky vyrokové tautolégie
(b) @(t/z) = (3z)p (ak substitacia t/x do ¢ je pripustnd)
(¢) (ri=yiA...ANTp=9Yn) = t(x1,...,2,) =t(y1,...,yn) (pre akykolvek term t)
)

(d) (z1=n1A...ANzp=9Yn) = (@(x1,...,24) < ©(Y1,---,Yn))
(pre hocaku formulu ¢, ak vSetky substittcie y; /x; do ¢ st pripustné)

4.4.8 Veta o korektnosti. Nech T je teoria v jazyku prvého radu L. Potom pre
lubovolni L-formulu v z T 1 vypljva T = ).

Demonstracia. Nech T - 1 a g, p1,...,p, je dokaz ¢ v T. Ukézeme, ze A E ¢ pre
kazdy model A E T tedrie T and kazdé k < n. Potom samozrejeme A F 1), kedze v je
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vn. Kazdé ¢y alebo logicka axiéma, a v tom pripade A F ¢, pre kazdu L-Struktaru A,
alebo Specifickd axiéma tedrie T, a v tom pripade A E ¢, lebo A E T, alebo ¢, vyplyva
z niektorych predchédzajucich ¢lenov podla (MP) alebo podla (Gen). V pripade (MP)
existuja i,j < k také, ze ¢; ma tvar ¢, = . Teraz pre fubovolnt L-Struktaru A
za predpokladu, ze uz mame A F ¢; a A F ¢;, teda A F ¢; = ¢}, mdzeme odvodit
A E . V pripade (Gen) existuje j < k také, ze ¢ méa tvar (Vx)p;. Opit pre lubovolni
L-struktiru A mozno z predpokladu, ze uz mame A E ¢;, odvodit A E (Vx)yp;, Cize
AFE ¢y, (Pozri Ulohu 4.4.6.)

V tejto chvili by sa mal ¢éitatel vratit k Poznamke 3.6.2 nasledujtcej po demonstracii
Vety o korektnosti 3.6.1 vo vyrokovom pocte a uvedomit si, Ze tam uvedené tvahy sa
rovnakou mierou vzlahuju aj na jej prvoradovia verziu.

Neskor ustanovime aj nasledujiice obratenie Vety o korektnosti.

4.4.9 Veta o uplnosti. Nech T je tedria v jazyku prvého rdadu L. Potom pre lubovolni
L-formulu v z T E v vyplyva T F 1.

Ako ukazuje nasledujuci priklad, jemne vyvéazeny vztah medzi syntaxou a sémantikou,
akého sme svedkami vo vyrokovom pocte aj v logike prvého radu, nie je nie nijako
samozrejmy ani automaticky zaruceny.

4.4.10 Priklad. (Sémantika konecénych modelov) Nech L je jazyk prvého radu. Pre
teériu T' v jazyku L a lubovolnt L-formulu ¢ definujeme wztah konecného spliiania
T Egn @ prave vtedy, ked A E ¢ pre kazdy konecngy model A tedrie T, ¢ize prave vt-
edy, ked ¢ je splnené v kazdom konecnom modele teérie T. Metédami presahujicimi
ramec nasho elementarneho kurzu mozno dokézat, Ze tito sémantiku konecnych modelov
nemozno axiomatizovat tak, aby pre nu sucasne platili prislusné verzie vety o korektnosti
a vety o uplnosti. Presnejsie, pre kazda korektnu axiomatizaciu pozostavajicu z konec-
ného poc¢tu schém axiém a konecéne mnohych odvodzovacich pravidiel prislusny vzfah
dokazatelnosti T kg, ¢ nikdy nevyéerpa vztah kone¢ného spliiania 7' Fg, . To zna-
mena, ze vzdy mozno najst teériu 7' a uzavretu formulu ¢ tak, ze T Fg, ¢, jednako
T |7/ﬁn ®.

Aby sme d¢itatelovi pomohli utvorit si asporn aku-taki predstavu o tomto probléme,
spomenime hlbokt Wedderburnovu vetu, podla ktorej kazdy kone¢ény okruh s delenim je
pole. Inymi slovami, komutativny zdkon xy = yx je konecne splneny v tedrii okruhov
s delenim. Na druhej strane, kvaterniény (H; +,-,0,1) tvoria nekoneény okruh s de-
lenim, ktory nie komutativny; teda komutativny zakon pre nasobenie nie je prvoradovym
dosledkom axiém okruhov s delenim.

4.4.11 Uloha. Hovorime, ze L-formula ¢ je logicky platnd, ak je splnend v kazdej L-
struktare A. Dve L-formuly ¢, v sa nazyvaju logicky ekvivalentné, oznacenie ¢ = 1), ak
formula ¢ < 1 je logicky platna. Hovorime, ze formula ¢ je v prenezxnom normdlnom
tvare, ak méa podobu (Q1 z1) ... (Qn x,)®, kde Qq, ..., Q, st [ubovolné kvantifikdtory
a 1 je formula bez kvantifikatorov.

(a) Ukézte, ze pre lubovolné formuly ¢, ¢ st nasledujice dvojice formul logicky
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ekvivalentné:
~(Vr)p = (3x)~ep —(Fz)p = (Vo)
Vz)p Ay = (Vo) (e AY) Bx)pVvy = 3Bz)(p V)
Vz)p =19 = (3z)(p =) Y= 3r)p = F2)(Y = ¢)

(b) Ukézte, ze pre lubovolné formuly ¢, 1) také, Ze prememnna x nemd volny vyskyt
v 1), st nasledujice dvojice formul logicky ekvivalentné:

Vz)pV = (Va)(p V) Bx)p Ay = (3z)(@ADY)
Br)p=1v = (Vz)(p = 1) Y= (Vz)p = (Va)(v = »)

(c) Pomocou (a) a (b) ukazte, ze kazda L-formula je logicky ekvivalentna s nejakou
formulou v prenexnom normaéalnom tvare.

(d) Nahradte v kazdom z pripadov v (a) a (b) logicku ekvivalenciu § = y formulou
0 < x a ukazte, ze vSetky formuly, ktoré takto dostanete, s dokazatelné z logickych
axiéom (dokonca len z axiém vyrokového poctu a axiém kvantifikdtorov). V kazdom
jednotlivom pripade v (b) rozhodnite, ktord z implikacii § = x, x = 6 zostéva logicky
platné aj bez predpokladu, Ze x nemé volny vyskyt v v, a uvedte priklady ukazujtce,
ze v zostavajacich pripadoch nemozno tento predpoklad vynechat.

4.5 Veta o dedukcii a jej dosledky

Na ceste k demonstracii vety o iplnosti ustanovime niekolko vysledkov, ktoré maja svoj
vyznam aj samy osebe. Prva skupina pozostava z Vety o dedukcii a dvoch jej dosledkov,
menovite z Dosledku o dokaze sporom a Dosledku o dokaze rozborom moznosti, s ktorych
analogickymi verziami sme sa uz stretli vo vyrokovom pocte.

4.5.1 Veta o dedukcii. Nech T je teoria v jazyku prvého radu L a ¢, 1 si lubovolné
L-formuly. Ak ¢ je uzavretd, tak T &+ o = 1 prdve vtedy, ked T U {p} F .

Jednoduchtu skutocnost, ze z podmienky T F ¢ = ¢ vyplyva T U {p} I 1, mozno
overit Uplne rovnako ako v demonstracii Vety 3.7.1 o dedukcii vo vyrokovom pocte,
dokonca bez predpokladu, ze ¢ je uzavreta. Opravnenie bezného sposobu argumentacie
pouzivaneho pri dokaze implikdcie ¢ = ¢ v T, ked miesto toho dokazujeme 1) v tedrii
TU{p}, si vSak vyzaduje ivahu v opa¢nom smere. To mozno opit urobit podobnym, iba
trochu komplikovanejsim spdsobom ako v prislusnej demonstracii vo vyrokovom pocte.
Musime len navySe oSetrit pripad, ked v vyplyva z nejakého predchadzajiceho ¢lena
svojho dokazu podla Pravidla zovSeobecnenia (Gen). V nasej demonstracii zaplnime iba
tato medzeru a detaily prenechame citatelovi.

Demonstrdcia. Predpokladajme, Ze g, 91, . .., 1, je dokaz formuly ¢ v teérii T'U {¢}
a ¥, vyplyva z nejakej predoslej formuly 1, kde 0 < k < n, podla (Gen). Potom v,
je dokézatelnd v T'U {p} a postupujic indukciou mozeme predpokladat, ze implikacia
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» = 1y je dokdzatelnad v T. Takze 1) ma tvar (V)i pre nejaki premennt z. Potom
nasledujice formuly st dokézatelné v T

(1) ¢ = o
(2) (Va)(p = 1) vyplyva z (1) podla (Gen)
(3) Vz)(p = i) = (¢ = (Vz)ih) je instanciou schémy axiém kvantifikdtorov
(QAx1), lebo ¢ je uzavretd, teda = v nej nema volny vyskyt
(4) ¢ = (V)1 mozno odvodit z (2) a (3) podla (MP)
To znamena, ze T ¢ = .
Ukéazeme, Ze predpoklad o uzavretosti formuly ¢ nemozno vo vSeobecnosti vynechat.

4.5.2 Priklad. Nech L je jazyk cistej rovnosti, t.]. jazyk prvého radu bez akychkolvek
Specifickych symbolov (FF=C = R =() a T = ) je tedria bez akychkolvek $pecifickych
axiém v L. Oznacéme ¢ formulu x = y a ¢ formulu x = z. Tvrdime, ze T U {¢} F 1,
jednako Tt/ ¢ = ¢. T U {p} = {p} je tedria s jedinou axiémou x = y. To znamena, ze
vSetky jej modely maju len jednoprvkova zékladni mnozinu. Aplikujic pravidlo (Gen)
na tuto axiému vidime, ze T U {¢} F (Vy)(z = y). Pomocou axiémy kvantifikdtorov
(Vy)(z = y) = = = z a pravidla (MP) z toho odvodime, ze T U {p} F © = 2. Zaroven
vSak implikacia ¢ = 1, ¢ize x = y = x = z nie je dokazatelna len z logickych axiém,
teda v tedrii T. V tom pripade by totiz platila v kazdej L-Struktire A. AvSak kazdé A
s aspon dvoma prvkami a # b porusuje tato implikéciu, lebo pri dosadeni a za x aj y a
b za z mame a = a, ale a # b.

Teoria T' v jazyku prvého radu L sa nazyva spornd alebo protirecivd, pripadne inkon-
zistentnd, ak pre nejakt uzavrett L-formulu ¢ plati T' ¢ a zaroven T+ —¢. V opa¢nom
pripade hovorime, Ze T je bezospornd alebo neprotirecivd, pripadne konzistentnd. Lahko
mozno nahliadnut, ze T je sporné prave vtedy, ked kazda L-formula je dokézatelné v T'.

Nasledujuce dva dosledky vyplyvaja z Vety 4.5.1 o dedukcii rovnako ako vo vyrokovom
pocte.

4.5.3 Dosledok o dékaze sporom. Nech T je teoria v jazyku prvého radu L a ¢ je
uzavretd L-formula. Potom T & ¢ prdve vtedy, ked teoria T U{—p} je spornd (inkonzis-
tentnd).

4.5.4 Doésledok o dokaze rozborom moznosti. Nech T je teoria v jazyku prvého
radu L a o, 1 st lubovolné L-formuly. Ak ¢ je uzavretd, tak T & 1 prdave vtedy, ked
TU{e}F ¢ azarovern T U {—p} t 1.

4.5.5 Uloha. Na prikladoch ukéazte, ze predpoklad o uzavretosti formuly ¢ nemozno
z prave uvedenych dosledkov vynechat.

4.6 Uplné tedrie

Dalsia dolezita vlastnost tedrii prvého radu tesne stvisiaca s bezospornostou je ich
uplnost. Tedria T v jazyku prvého radu L sa nazyva dplnd, ak je bezospornd a pre
kazda uzavretu L-formulu ¢ plati T+ ¢ alebo T —p. Inak povedané, T je tplné prave
vtedy, ked pre kazda uzavretti L-formulu ¢ nastane prave jedna z moznosti T' F ¢ alebo
T F —p. Hovorime tiez, ze T dokdZe rozhodnut kazda uzavrett formulu .
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4.6.1 Priklad. Citatel si mozno kladie otazku, preco sme v definicii tiplnej tedrie ziadali,
aby T dokéazala rozhodnut len uzavreté formuly, a ignorovali tie ostatné. Na vysvetlenie
uvazujme formulu x = y a jej negaciu x # y. Keby poziadavka tplnosti tedrie T' zahtnala
dokéazatelnost jednej z tychto formul, tak v prvom pripade by 7' mala iba jednoprvkové
modely a v druhom pripade by bola sporna. V désledku toho by kazda konzistentna
v takomto zmysle ,,iplnd“ teéria mala len trividlne modely.

Uplné tedrie mozno s vyuzitim Désledku 4.5.3 o dokaze sporom charakterizovat ako
maximalne konzistentné tedrie v nasledujiicom zmysle:

4.6.1 Dosledok o uplnych tedriach. Nech T je konzistentnd teoria v jazyku prvého
radu L. Potom T je tuplnd prave vtedy, ked pre kazdiu uzavretid L-formulu ¢ plati bud
T + ¢ alebo teoria T' U {p} je spornd.

Iymi slovami, rozsirenie zoznamu axiém tplnej tedérie T o aktukolvek uzavreta for-
mulu ¢ nemé zmysel: alebo je ¢ dokazatelnd v T (a v tom pripade mnoziny formul
dokézatelnych v T a v T'U {¢} st rovnaké) alebo T'U {¢} je uz spornd, teda bezcenna.

Vicsina relevantnych tedrii vyskytujacich sa v matematike nie je iplnych. Na druhej
strane mnohé z nich maja doélezité Gplné rozsirenia. Na tomto mieste uvedieme niekolko
prikladov tplnych tedrii, ich uplnost vSak uz dokazovat nebudeme.

4.6.2 Delitelné abelovské grupy. Tedria grip nie je Gplnda: napr. fakt, ze existuji ko-
mutativne aj nekomutativne grupy ukazuje, ze komutativny zakon (Vz,y)(xy = yx) ani
jeho negécia nie st dokazatelné v Tedrii grup. V tejto ¢asti popiSeme niektor() pomerne
jednoduché uplné rozsirenia Tedrie abelovskych grup.

Abelovska grupa G = (G; +,0) je netrividlna, ak v nej plati (3x)(x # 0); G sa nazyva
delitelnd, ak je netrivalna a spliia podmienku

(Vz)3Fy)(n xy =)
pre kazdé celé ¢islon > 2, kde n x x = z+...4 x s n-nasobnym vyskytom x. Hovorime,
7e G je bez torzie, ak spliia vSetky podmienky

nxxrx=0= =0
pre n > 2. Pre dané pevné n > 1 hovorime, ze G je grupa s exponentom n, ak v nej plati
(Vz)(n x x =0). Vie sa, ze Tedria delitelnych abelovskyjch grup bez torzie, ako aj kazda
z Tedrii delitelnych abelovskych grip s exponentom p pre pevné prvocislo p je tplna.

4.6.3 Realne uzavreté a algebraicky uzavreté polia. Mozno ukézat, ze Tedria
realne uzavretych poli (tak v jej usporiadanej ako aj v jej neusporiadanej verzii) je uplna.
Na druhej strane, Tedria algebraicky uzavretych poli iplna nie je. Jednako, vsetky jej
uplné rozsirenia mozno popisat vycerpavajiucim spdsobom.

Charakteristikou unitarneho okruhu A = (A4; +, -, 0, 1) nazyvame najmensie celé ¢islo
char(A) = n > 1 také, ze n x 1 = 0, alebo char(A) = oo, ak n x 1 # 0 pre kazdé
n > 1 (niektori autori vtedy piSu char(.A) = 0). Je zname, Ze charakteristika hocakého
pola je bud prvodislo alebo co. Pole (F, +,-,0,1) ma prvoc¢iselni charakteristiku p préave
vtedy, ked v 1iom plati p x 1 = 0, a mé charakteristiku oo prave vtedy, ked spliia vetky
podmienky p x 1 # 0 pre kazdé prvocislo p. Kazda z Tedrii algebraicky uzavretych
poli pevnej prvociselnej charakteristiky p, ako aj Tedria algebraicky uzavretych poli
charakteristiky oo je Gplné.
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4.6.4 Husté linearne usporiadanie. Linearne usporiadana mnozina (A; <) sa nazyva
hustd, ak obsahuje aspoii dva prvky a spliia podmienku

Vz,y)(z <y = 32)(z<z2<y))
Hovorime, Ze (A; <) je bez koncovych bodov, ak spliia podmienku
(Va)(3y, 2)(y <z < 2)

O Teorii hustého linedrneho usporiadania bez koncovych bodov mozno dokéazat, ze je
uplna. DalSie tri Gplné rozsirenia Tedrie hustého linedrneho usporiadania mozno ziskat
oCividnym spésobom variaciou podmienky existencie koncovych bodov.

4.6.5 Atomické a bezatomické Booleove algebry. Prvok a € B Booleovej algebry
B = (B; A,V,’,0,1) sa nazyva atom, ak a # 0 a neexistuje prvok b € B taky, ze
0 < b < a. Formalne mozeme jazyk Booleovych algebier rozsirit o novy unarny predikat
At(z) definovany formulou

At(z) & 2#0A (Vy)(0<y<z = (y=0Vy=uz))

s pouzitim skor definovaného ¢iastoéného usporiadania < (pozri 4.3.5). Hovorime, Ze B
je atomickd, ak sa pod kazdym nenulovym prvkom v B nachédza aspon jeden atém,
t.j., ak B spliia podmienku

(Vo)(z #0 = (3y)(At(y) A y < 7))

B sa nazyva bezatomickd, ak obsahuje aspon dva prvky a neobsahuje ziadny atém. To
mozno vyjadrit podmienkou netrividlnosti 0 # 1 a istou formou axiémy hustoty
(Vz)(z#0 = Fy)(0 <y <))

Teoria atomickych Booleoviych algebier s nekonecne mnohymi atomami, ako aj kazda
z Teorii atomickych Booleovych algebier s prdave n atomami, kde n > 1, je iplna. Podobne
je uplné aj Teoria bezatomickijch Booleovyjch algebier. Mozno dokonca podat efektivny
a vycerpavajuci popis vSetkych aplnych rozsireni Tedrie Boolevych algebier v terminoch
dvoch celociselnych invariantov. Tento popis je vSak pomerne narocny a presahuje ramec
nasho kurzu.

4.6.6 Presburgerova aritmetika. Neskor, ked sa budeme zaoberat Godelovymi ve-
tami o nedplnosti, uvidime, zZe Peanova aritmetika je nielen netplna, ale ani jej iplné
rozsirenia nemozno efektivne popisat. Na druhej strane PA ma zaujimav tplna podted-
riu, znamu pod nazvom Presburgerova aritmetika, ktora opisuje Struktaru prirodzenych
¢isel len s operaciami nasledovnika a sc¢itania. Jej jazyk obsahuje konstantné symboly 0
a 1 a operacny symbol +. Jej axiomy dostaneme z axiém Peanovej aritmetiky uvedenych
v 4.3.8 vynechanim vsetkych tych, ktoré obsahuji symbol nasobenia, teda dvojice tvo-
riacej pravy stipec sedemélenného zoznamu individualnych axiéma PA, ako aj vSetkjch
instancii Schémy indukcie, kde formula ¢(x, %) obsahuje operaény symbol - .

4.7 Vysledky o rozsireniach jazyka

Ked dokazujeme vSeobecne kvantifikované tvrdenie tvaru (Vzq,...,xg)e(z1,...,2k)
v tedri prvého radu T, zvycajne zaciname frazou: ,,Nech x4, ..., x, su lubovolné proky
... “ To vsak znamena, ze x1, ..., x, v naSom dokaze viac nepovazujeme za premenné,
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ale Ze s nimi zaobchadzame ako s blizsie neurc¢enymi konstantami. Nasledujtci vysledok
ukazuje, ze tento sposob argumentacie je legitimny v logike prvého radu.

4.7.1 Lema o konstantach. Nech T je tedria v jazyku prvého radu L, o(x1, ..., xx)
je L-formula a cq, ..., cp su navzajom rozne konstantné symboly nevyskytujice sa v L.
Potom

TFe(c1,...,cx) prave vtedy, ked TF (Vxq,...,x5)p(x1,...,2k)

Demonstrdacia. Predpokladajme, ze T' F ¢(cq,...,cx). Uvedomme si, ze T je tedria
v jazyku L, ktory neobsahuje konstanty ci, ..., ¢, takze tedria T' ,,0 nich ni¢ nevie®.
Preto ¢okolvek, ¢o mozno v T' dokazat o tychto konstantach, mozno dokéazat tiez o vhodne
zvolenych navzajom réznych premennych xq, ..., xx, ktoré sa nevyskytuja v pévodnom
dokaze — sta¢i nahradit kazdy vyskyt symbola ¢; premennou x;. Potom T ¢(z1, ..., xx)
a potrebny zaver vyplyva z Pravidla zovSeobecnenia. Obratena implikacia je trivialna.

Je jasné, ze uvedend veta zostdva v platnosti aj vtedy, ked konstanty cy, ..., c; patria
do L, ale sa nevyskytuju v ziadnej zo $pecifickych axiém tedrie T

Ked rozvijame a budujeme nejakti matematicka tedriu, len zriedka pritom fixujeme
jej jazyk po cely ¢as. Skor naopak, ¢asto definujeme nové pojmy zodpovedajice nejakym
operaciam, relaciam alebo vyznamnym prvkom a zavadzame pre ne nové symboly. Tieto
nové symboly spravidla oznacuju dolezité alebo casto sa vyskytujice pojmy, skracuji
inak tazkopadne formulécie, a tym prispieveju k prehladnosti a zrozumitelnosti tedrie.
Dokonca aj v nasom kurze sme takto postupovali uz niekolkokrat, ked sme sa zaoberali
prikladmi roéznych tedrii prvého radu bez toho, aby sme tejto otazke venovali zvlastnu
pozornost. Napriklad sme rozsirili jazyk Tedrie griup pozostavajuci z jedného binarneho
operacného symbola - o konstantny symbol e pre jednotkovy prvok a o unarny symbol
—! operécie inverzného prvku. Taktiez sme rozsirili jazyk Tedrie Booleovych algebier ako
aj jazyk Peanovej aritmetiky o symbol relacie usporiadania <, atd. Teraz sa budeme
zaoberat takouto situdciou vo vSeobecnosti.

Nech L = (F,C,R,v)a L' = (F',C', R', V") st dva jazyky prvého radu. Hovorime, Ze
jazyk L' je rozsirenim jazyka L, ak F' C F', C C C’', R C R’ a pre kazdy opera¢ny alebo
rela¢ny symbol s € F'U R plati v/(s) = v(s), t.]. arity symbola s v L a v L’ sa zhoduju.
V takom pripade piseme L C L’ alebo L’ O L. Potom akukolvek teériu T v jazyku L
mozno zarover povazovat za teériu v jazyku L’. Na druhej strane, z kazdej L'-Struktary
A = (A; I) moZno ziskat L-Struktiru A[L = (A; I ] L), nazyvanu zuZenie Struktary A
do jazyka L. Jej zékladna mnozina A ako aj interpretacie s’ symbolov jazyka L v nej
zostavaju nezmenené, zatial ¢o interpretacie zvysnych symbolov jazyka L’ st vynechané.
V tejto chvili sa budeme zaujimat o pripad, ked nové symboly rozsirujice L st zavedené
pomocou definicii formulami jazyka L.

Kvantifikdciu jednoznacnej existencie (3! x)p zavadzame ako skratku za

GF2) (e A (Vy)(ely/z) =y =2))
kde y je Tubovolna premennd nevyskytujica sa vo .

Nech T je tedria v jazyku prvého rdadu L. Ohladom konstant, funkcionalnych a re-
la¢nych symbolov rozlisujeme tri moznosti:
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(a) Nech ¢(x) je L-formula taka, ze T + (I z)p(z). Jazyk L rozsirime o novy kon-
Stantny symbol d nevyskytujuci sa v L a teériu T' o axiému

r=d < ¢(z)

(b) Nech ¢(z1,...,zy,y) je L-formula takd, ze T+ (Vz1, ..., z,) (3 y)Y(Z, y). Jazyk L
rozsirime o novy n-arny funkcionalny symbol g nevyskytujici sa v L a tedriu T o
axiomu

y=g(@1,...,zn) & (@1, 70, y)

(¢) Nech p(z1,...,x,) je lubovolna L-formula. Jazyk L rozsirime o novy n-arny rela¢ny

symbol g nevyskytujuci sa v L a teériu T' o axiomu

q(z1,...,zn) < p(x1,...,2Tn)

V kazdom z uvedenych pripadov hovorime, ze konstantny symbol d, resp. funkcionalny
symbol g resp. rela¢ny symbol ¢ bol zavedeny prislusnou definiciou v teérii T'. Citatel by
si mal uvedomit, ze ak povazujeme konstantné symboly za nularne funkcionalne symboly,
mozeme (a) povazovat za $pecidlny pripad (b).

Hovorime, zZe tedria T' v jazyku prvého radu L' je rozsirenim tedrie T v jazyku prvého
radu L pomocou definicit, ak L’ je rozsirenim L o koneény pocet Specifickych symbolov
a Specifické axiémy tedrie T’ st ziskané rozSirovanim tedrie T° postupnym zavadzanim
novych symbolov jazyka L’ pomocou definicii. To znamené, Ze pri zavadzani nového sym-
bola v istom kroku mozeme v jeho definicii pouzit nielen prostriedky péovodného jazyka L,
ale aj skor zavedené symboly. Je jasné, ze kazdy model A = (A; I) tedrie T' v jazyku
L mé jednoznacne uréené rozsirenie do modelu A" = (A; I') tedrie T' v jazyku L'. Je
ziskané opakovanou interpretaciou kazdého novozavedeného symbola v A’ s pouzitim
jeho definujicej formuly v jazyku L rozsirenom o skor definované symboly.

Hoci novéa tedria T" umoziuje vyjadrit viaceré pojmy struc¢nej$im a lahsie ¢itatelnym
sposobom, pokial ide o tvrdenia v povodnom jazyku L, nemdze toho dokézat viac nez
povodna tedria T'.

Hovorime, Ze tefia T” v jazyku prvého radu L’ rozsirujtica tedriu T' v jazyku prvého
radu L C L’ je konzervativnym rozsirenim tedrie T, ak pre kazda uzavrett L-formulu ¢
plati

T ¢ prave vtedy, ked T F ¢

Zrejme kazdé konzervativne rozsirenie konzistentnej tedrie je i samo konzistentné.

4.7.2 Veta o rozsireni pomocou definicii. Predpokladajme, Ze teoria T' v jazyku
prvého radu L' je rozsirenim tedrie T v jazyku prvého radu L C L' pomocou definicit.
Potom T' je konzervativnym rozsirenim tedrie T'.

Pri demonstracii Vety 4.7.2 sa sta¢i zaoberat pripadom, ked L’ a T’ st ziskané z L
a T zavedenim jediného definovaného symbola. Myslienka dokazu je jednoduchéa: po-
zostava v nahradeni kazdej instancie definovanej formuly = = d, y = g(x1,. .., z,) alebo
q(x1,...,x,) vhodnou instanciou prislusnej definujicej L-formuly. AvSak pri jej realizécii
by sme museli oSetrit isté technické detaily, ktoré vynechdme, kedze by sotva prispeli
k ¢itatelovmu porozumeniu celej veci.
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4.7.3 Uloha. Rozsirenia pomocou definovanych konstant, operacii a relacii s c¢asté
v Teorii mnozin.

(a) Napiste explicitne definujice formuly pre prazdnu mnozinu, operacie neusporia-
danej dvojice prvkov {z,y}, zjednotenia |JX, ako aj pre operécie vytvarajice pod-
mnoziny {z € X: ¢(x, @)} zo Schémy vydelenia.

(b) S pouzitim vhodnych inStancii Schémy vydelenia zavedte bindrne operacie prie-
niku XNY = {u: u € X Au € Y} amnozinového rozdielu X \Y ={u: v e X Au ¢ Y}.

(c) Napiste definujicu formulu pre relaciu inklizie X C Y a s jej pomocou zavedte
operéciu potencénej mnoziny P(X) ={Y:Y C X}.

(d) S pouzitim operécie neusporiadanej dvojice {x,y} a zjednotenia | J X definujte
bindrnu operaciu zjednotenia X UY = {u: u e X Vu e Y}.

(e) S pouzitim operacie neusporiadanej dvojice zavedte operaciu usporiadanej dvojice
(z,y) = {{z}, {z,y}} a dokdzte, ze

(@, y) =(w,v) & v=uiy=v

(f) S pouzitim operacii usporiadanej dvojice (z,y), bindrneho zjednotenia X UY a
potenc¢nej mnoziny P(X), ako aj vhodnej instancie Schémy vydelenia zavedte a legiti-
mizujte operaciu kartezidnskeho stcéinu

XxY={(z,y):x e XANyeY}

4.8 Godelova veta o uplnosti

Predpokladajme, ze L = (F,C, R,v) je jazyk prvého radu, ktory obsahuje aspon jeden
konstantny symbol. (teda C # (). Ozna¢me K mnozinu vSetkych konStantnych termov
jazyka L. Potom z K sa stane zékladnd mnozina L-§truktary K = (Kj;...), ktora ziskame
interpretaciou Specifickych symbolov jazyka L nasledujicim prirodzenym spdsobom:

(a) pre kazdy n-arny funkcionalny symbol f € F' a konstantné termy t1,...,t, € K je
R (t1, ..., t,) konstantny term f(t1,...,t,) € K;

(b) pre kazdy konstantny symbol ¢ € C je ¢ konstantny term ¢ € K;

(c) pre kazdy n-arny relaény symbol r € R a konstantné termy ¢4, ...,t, € K kladieme

(t1,...,tn) € 7 prave vtedy, ked T F r(t1,...,t,).
Navyse zavedieme nasledujiicu binarnu relaciu ~7p na K:
th~vpty & THE =1t
pre t1,ts € K. Ak nehrozi nedorozumenie, budeme namiesto ~ pisat iba ~ .
4.8.1 Uloha. S pouzitim axiém rovnosti dokézte, ze
t~1
t1 ~ta = toa~1
(ty ~tg Aty ~t3) = t1 ~t3
(t1 ~S1 Ao ANty ~Sp) = f(t1,.. tn) ~ f(S1,---,8n)
(t1 ~s1 NNty ~sp) = (r(tr, ... tn) € 7(s1,.--,5))
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pre lubovolné t,tq,ts,t3 € K, a pre vSetky n-arne symboly f € F, r € R a Tubovolné
t1,81,. .- ytn,Sn € K.

Prvé tri podmienky vyjadruju fakt, ze relacia ~ je reflexivna, symetricka a tranzitivna,
teda je to reldcia ekvivalencie na mnozine K. Pre kazdé ¢t € K oznacime

t={scK:s~t}

mnozinu vSetkych konstantnych termov ekvivalentnych s ¢, ¢ize vSetkych takych s € K,
pre ktoé mozno rovnost s = ¢ dokazat v T. Vzdy plati t € t, t = 5 prave vtedy, ked
t~s,atNs=10,akt < s. Mozeme teda vytvorit faktorovii mnoZinu

K/~={t:te K}

¢ize rozklad mnoziny K na bloky po dvoch ekvivalentnych prvkov. Alternativne sa na
K/~ mozeme divat ako na vysledok stotoznenia alebo splynutia kazdého bloku navzajom
ekvivalentnych prvkov z K do jediného prvku. Inak povedané, relaciu ekvivalencie ~
budeme povazovat za ,nova rovnost” na K. Posledné dve podmienky kompatibility vy-
jadruju fakt, ze tak operacie ako aj relacie v I respektuja tuto ekvivalenciu, ¢ize ,novi
rovnost“ ~ .

Aj faktorovd mnozina M = K/~ sa stane zdkladnou mnozinou L-$truktiry M =
(M;...), ak interpretujeme Specifické symboly jazyka L nasledujicim prirodzenym spo-
sobom:

(a) pre Iubovolny n-arny funkcionalny symbol f € F a bloky ekvivalencie ¢y, .. .,t, € M
je fM (fl, e ,fn) blok f(t1,...,t,)” € M konstantného termu f(¢y,...,t,) € K;

(b) pre Iubovolny konstantny symbol ¢ € C je ¢™ blok ¢ € M konstantného termu
ce K;
(¢) pre Iubovolny n-arny relaény symbol r € R a bloky ekvivalencie t1,...,t, € M
kladieme (fl, e ,fn) € r™M préave vtedy, ked T - r(ty, ..., t,).
Podmienky kompatibility pre ekvivalenciu ~ zarucuji, ze uvedené definicie interpreta-
cii fM, rM opera¢nych a predikatovych symbolov st korektné, t.j. nazavisia na jed-
notlivych reprezentantoch blokov ekvivalencie ¢;. Zrejme ineterpreticiou lubovolného
konstantného termu ¢ € K v strukttre M je prvok ¢ € M, ¢ize tM =t.
Aby sme zdéraznili tlohu tedrie T' pri konstrukeii Struktiary M, ozna¢ime ju M(T') =
M = (M;...) a budeme ju nazyvat kanonickou struktirou teorie T

4.8.2 Priklad. Konstantné termy v jazyku Peanovej aritmetiky PA za zostavené z kon-
Stantnych symbolov 0 a 1 pomocou operacii s¢itania a nasobenia. Napriklad 1, 0 + 1,
140,1-1,0+(1-1) je pit rozliénych konstantnych termov, ale kazdy z nich oznacuje to
isté prirodzené ¢islo 1, a zaroven rovnost medzi ktorymikolvek dvoma z nich je dokéza-
telnd v PA. Inak povedané, 1 ~pp 0+ 1 ~pp 1 +0 ~py 1-1 ~pp 0+ (1-1). Dokonca
existuje nekone¢ne mnoho konstantnych termov t v jazyku PA takych, ze t ~pp 1.
Podobne, prirodzené ¢islo 2 oznacuje blok ekvivalencie konstantného termu 1 + 1 alebo
akéhokolvek konstantného termu dokézatelne mu rovného, atd. Citatel by si mal uve-
domit, ze kanonicka Struktira M(PA) tedrie PA splyva s jej Standardnym modelom
(N;+,-,0,1).
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Bolo by pekné, keby sme vedeli zarucit, ze M(T) E T, t.j., ze kanonicka Struktira
M(T) je modelom T pre aktukolvek bezosporni teériu prvého radu T (v jazyku L s aspon
jednym konstantnym symbolom). Zial, nie je tomu vzdy tak. Jednako vieme dokézat, Ze
M(T) E T pre tedrie spliiajice dve podmienky, ktoré teraz sformulujeme.

Prva z tychto podmienok je, podobne ako vo vyrokovom pocte, podmienka tiplnosti
teérie T. Druhd podmienka vSak nemé vyrokovi analégiu. Pre dani L-formulu ¢(x)

(s jedinou volnou premennou z) nazveme konstantny L-term ¢ svedkom sentencie (3x)p(z)|j
v tedrii T', ak
T+ (3z)p(z) = o(t)

(Vsimnite si, ze substiticia konstantného termu za aktkolvek premennu je vzdy pri-
pustna.) Kedze vzdy plati T+ ¢(t) = (Fx)¢(x), t je svedkom pre (Fx)p(z) v T prave
vtedy, ked

THQBr)p(r) < ¢(t)

V tom pripade teda plati 7'+ (3z)p(x) prave vtedy, ked T+ o(t).
Teéria T' v jazyku prvého radu L (s aspon jednym konstantnym symbolom) sa nazyva
henkinovskd, ak pre kazda sentenciu tvaru (3 x)p(x) existuje svedok v T

4.8.3 Tvrdenie. Nech T je uplna henkinovskd tedria v jazyku prvého rddu L (s aspori
jedngm konstantnym symbolom) Potom M(T) E T, inak povedané, kanonickd Struktira
M(T') je modelom teorie T'.

Demonstracia. Ukézeme, ze pre kazda uzavrett L-formulu ¢ plati
*) TF prave vtedy, ked ~ M(T)E ¢

Z toho uz vyplyva pozadovany zaver M(T') E T. Budeme postupovat indukciou podla
zlozitsti formuly .

Kazda uzavretd atomicka L-formula ¢ ma tvar t = s alebo 7(t1,...,t,), kde t, s a
t1, ..., t, st konstantné termy a r je n-arny relacny symbol. Teda pre atomické sentencie
podmienka (*) je splnend vzhladom na definiciu struktary M (7).

Teraz uz staci vykonat indukéné kroky pre logické spojky — a A a pre existenény
kvantifikdtor 3.

Predpokladajac platnost podmienky (*) pre ¢, overime jej platnost pre —¢ tak, ze
ukazeme ekvivalentnost podmienok 7'+ —p a M(T) E =p. ZT F —p vyplyvaT I/ ¢, lebo
T je konzistentna; obratena implikacia je désledkom tuplnosti tedérie T'. Teda podmienky
T F —p a Tt ¢ st ekvivalentné. Avsak Tt/ ¢ je ekvivalentné s M(T) ¥ ¢ podla
indukéného predpokladu, a to je ekvivalentné s M(T') F —.

Predpokladajiac platnost podmienky (*) pre ¢ aj 1, overime jej platnost pre ¢ A 1.
Zrejme nasledujuce podmienky su ekvivalentné: T'F o AY; TH o a T F; M(T)E ¢
a M(T) E ¢; M(T) E ¢ A ¢ (indukény predpoklad potrebujeme na zabezpecenie
ekvivalencie druhej a tretej podmienky).

Konec¢ne predpokladajic podmienku (*) pre vSetky sentencie (), kde ¢ je konstantny
term, overime jej platnost pre sentenciu (3z)¢(z). Kedze T je henkinovska tedria, senten-
cia (3z)p(x) ma nejakého svedka ¢t v T', takze podmienka 7' - (3 z)p(x) je ekvivalentna
s existenciou nejakého konstantného termu ¢ takého, ze T' - ¢(t). Podla indukéného
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predpokladu to je ekvivalentné s existenciou nejakého konstantného termu ¢ takého, ze
M(T) E o(t), ¢ize M(T) E ¢(t). Nakolko M(T) = (M;...) a M = K/~ pozostiva
vyluéne z prvkov tvaru ¢, kde ¢ je konstantny term, posledna podmienka je ekvivalent4
s podmienkou M(T) E (Fx)¢

4.8.4 Uloha. Nech S je sporna tedria v jazyku prvého rddu L (s aspon jednym kon-
Stantnym symbolom). Popiste jej kanonickt struktiaru M(S) a overte, Ze nie je modelom
tedrie S. Najdite uplna (teda bezospornt) tedriu T’ v L takd, ze M(S) = M(T)ET.

S pouzitim Azidmy vyberu mozno dokizaf nasledujicu vetu. Citatel, ktory ma zau-
jem, najde dokaz v Dodatku. Pri praci s pevne zvolenym jazykom prvého radu, novym
symbolom rozumieme Specificky symbol (jedno ¢i konstantny, funkciondlny alebo re-
laény), ktory sa nevyskytuje v L.

4.8.5 Veta o uplnych henkinovskych rozsireniach. Nech T je bezospornd teoria
v jazyku prvého rddu L = (F,C, R,v). Potom ezistuje rozsirenie jazyka L o mnoZinu
novych konstantnych symbolov D do jazyka prvého radu Lp = (F,CUD, R,v) a rozSire-
nie teorie T' do uplnej henkinovskej teorie T DT vjazyku Lp.

Prave vyslovenu Vetu pouzijeme pri demonstracii nasledujuceho vysledku, ktory je
alternativnou verziou Vety o tplnosti.

4.8.6 Godelova veta o uplnosti. Kazdd bezospornd teoria prvého radu T md nejaky
model A.

Citatel by si mal uvedomit, Ze aj obratene, ak nejakéa tedria prvého radu mé model,
tak je nevyhnutne bezospornd, inak povedané sporné tedria prvého radu nemoze mat
nijaky model. (Toto je alternativne znenie Vety o korektnosti.)

Demonstracia. Nech T je bezosporna tedria v jazyku prvého radu L, jazyk Lp je
rozsirenim L o istd mnozinu D novych konstantnych symbolov a tedria T O T v jazyku
Lp je aplnym henkmovskym rozs$irenim tedrie T. Podla Tvrdenla 4.8.3 je kanonlcka
struktura /\/l( ) teérie 7' modelom tejto tedrie, t.]. M( ) E 7. Kedze T C T plati
M (f) ET, teda M( ) je zaroven modelom tedrie T

Ten, koho znepokojuje fakt, ze T je tedria v jazyku L, zatial ¢o M (f ) je Lp-struktara,
moze prejst k jej zZeniu A = M(T\) I L do jazyka L. Potom A je uz L-Struktura,
a samozrejme A FE T

Konecne sme v stave dokazat povodnu verziu Vety o tplnosti. Uvadzame ju v podobe
zahfnajucej aj Vetu o korektnosti.

4.8.7 Veta o uplnosti. Nech T je teoria v jazyku prvého rdadu L. Potom pre kazZdi
L-formulu v plati T E 1) prdve vtedy, ked T + ).

Demonstracia. Ak T + 1, tak T' E 1) podla Vety 4.4.8 o korektnosti. Obratene pripustme,
ze T F 1), no napriek tomu 7' I/ ¢. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze
Y je uzavretd. (Inak mozeme 1 nahradit sentenciou (Vz1,...,x,)1, kde x1,...,z, st
vietky voIné premenné v 1), ktord oznaéime 1. Potom T F v prave vtedy, ked T F ),
ako aj T F 1) prave vtedy, ked T E v.) KedZe v je uzavreta, z T I/ ¢ vypljva, Ze tedria
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T U {1} je bezospornéa podla Dosledku 4.5.3 o dokaze sporom. Potom podla Godelove;
vety o uplnosti tedria T'U {—1)} mé nejaky model A. Teda A je model teérie T', pricom
A E . No kedze T F 1, pre kazdy model B tedrie T musi platit B F 1; Specidlne
A E 1. Tento spor dokazuje, ze T 1.

4.9 Veta o kompaktnosti

Ked sme uz stanovili Gédelovu vetu o tplnosti, mézeme ako jej désledok odvodit prvo-
radovua verziu Vety o kompaktnosti v zasade rovnakym spdsobom, akym sme odvodili
jej zodpovedajicu verziu vo vyrokovom pocte. Tato tlohu prenechévame citatelovi ako
cvicCenie.

4.9.1 Veta o kompaktnosti. Nech T je teoria v jazyku prveho radu L. Potom T ma
nejaky model prdave vtedy, ked kazdd koneénd podtedria Ty teorie T md nejaky model.

No na rozdiel od jej vyrokovej verzie, prvoradova verzia Vety o kompaktnosti ma rad
dolezitych dosledkov. My sa obmedzime iba na niekolko ukézok. Aspon pri niektorych
z nich by ¢itatel mal zazit pocit, ze Veta o kompaktnosti umoziiuje dokazat existenciu
urcitych modelov niektorych teérii tak povediac — ak nie doslova — z nicoho.

Pre zaciatok by si mal ¢itatel uvedomif nasledujici bezprostredny doésledok Vety o
kompaktnosti.

4.9.2 Doésledok. Nech T, S su dve teorie v jazyku prvého radu L. Potom teoria T'U S
md nejaky model prave vtedy, ked pre kaZdi konecni podtedriu U C S teoria T UU md
nejaky model.

Hovorime, ze tedria T' mé lubovolne velké koneéné modely, ak pre kazdé prirodzené
¢islo n > 1 existuje koneény model A = (A;...) tedrie T taky, zet |A| > n.

4.9.3 Veta. Nech T je tedria v jazyku prvého radu L. Ak T md lubovolne velké koneéné
modely, tak T ma aj nejaky nekonecny model.

Demonstracia. Pre kazdé n > 2 oznacime o,, nasledujiicu sentenciu v jazyku cistej rov-

nosti:
(333'1,...,.36”)( /\ SU'L#ZEJ)

1<i<j<n

Potom pre kazda L-§truktaru A = (A4;...) mame A F g,, prave vtedy, ked |A| > n.

Dalej pre kazdé n > 2 oznaéime S, tedriu prvého radu s axiémami os,...,0, a
S ={o,: 2 <n € N} tedriu tvoreni vSetkymi axiémami o,,. O¢ividne, Struktira prvého
radu A je nekonecné préave vtedy, ked A E S.

Predpokladajme, ze T mé Tubovolne velké koneéné modely. To znamenad, Ze kazda
z teorii T'U S, kde n > 2, ma nejaky model. Avsak pre kazda kone¢na podtedriu U C S
existuje n > 2 také, ze U C S,,. Kedze kazdy model tedrie T'U S,, je zaroven modelom
tedrie T U U, mé aj T'U U nejaky model. Potom podla Vety 4.9.1 o kompaktnosti ma
nejaky model A aj tedria T'U S. Toto A je nekonecny model tedrie T'.
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4.9.4 Uloha. Nech T je teéria prvého radu v jazyku Tedrie unitarnych okruhov ¢ je
uzavreta formula v tomto jazyku.

(a) Ukazte, ze ak ma tedria T za modely unitarne okruhy lubovolne velkej koneé¢nej
charakterisitiky, tak ma za model aj nejaky unitarny okruh charakteristiky oo.

(b) Ukéazte, ze charakteristika pola je vzdy prvocislo alebo co a dokéazte, ze ak ma
tedria T za modely polia Tubovolne velkej prvociselnej charakteristiky, tak mé za model
a] nejaké pole charakteristiky co.

(c) Dokazte nasledujuci Robinsonov princip: Ak je sentencia ¢ splnend v kazdom
poli charakteristiky oo, tak existuje prvocislo p také, ze ¢ je splnend v kazdom poli
prvociselnej charakteristky g > p.

Dalsim pozoruhodnym désledkom Vety o kompaktnosti je existencia nestandardnych
modelov Peanovej aritmetiky.

4.9.4 Veta. Peanova aritmetika md aj nestandardné modely.

Demonstracia. Rozsirme jazyk PA o novy konstantny symbol q. Nech x,, oznacuje for-
mulu ¢ # n v tomto rozsirenom jazyku (spomerite si, ze kazdé prirodzené ¢islo n je
zaroven konstantny term (...(0+ 1) + ...+ 1) + 1 jazyka PA ziskany n-nésobnym
pripo¢itanim 1 k 0).

Zavedme tedrie S = {xn:n € N} a S, = {xo0,Xx1,---,Xn} pre kazdé n € N.
Ak interpretujeme symbol g ako prirodzené ¢&islo ¢™» = n + 1, dostaneme model
M, = (N;+4,-,0,1,n+ 1) teérie PAUS,,. Z Vety o kompaktnosti potom vyplyva, ze aj
tedria PA US mé nejaky model M = (M;+,-,0,1,q). V tomto modele je interpretacia
g™ € M symbola ¢ rdzna od vsetkych konstantnych termov n € N, teda (M; +,-,0,1)
je nestandardny model PA.

Intuitivne mozno (M;+,-,0,1) vnimat ako éiselny systém rozsirujici Standardny
systém prirodzenych ¢isel (N;+,-,0,1) o nejaké idedlne ,nekonecéné“ prirodzené déisla,
jedno z ktorych predstavuje interpretacia kostantného symbola g. Samozrejme, potom
qg—1, ¢+ 1, 2q, ¢°, atd. predstavuju dalsie navzijom rézne nekoneéné prvky M. Ba
¢o viac, ak p € M je akykolvek nekoneény prvok, tak aj prvok p — 1 je nekoneény;
keby totiz p — 1 bol koneény, bol by koneény aj p = (p — 1) + 1. Teda neprazdna
mnozina vsetkych nekonecnych prvkov v.M nemé najmensi prvok, ¢o zdanlivo protireci
Principu dobrého uporiadania, ktory je désledkom Schémy indukcie v PA. Jednako, tento
paradox ma jednoduché vysvetlenie: Mnoziny vsetkych konec¢nych resp. nekonec¢nych
prvkov v M sa nedaju vyjadrit v jazyku prvého radu. To znamené, Ze neexistuju for-
muly @(x,u1,...,uy), ¥(z,u1,...,u,) v jazyku PA a (koneéné ¢ nekonecné) prvky
P1,q1y - - Pn,qn € M také, ze

{a € M: a je koneéné} ={a € M: ME o(a,p1,...,pn)}
{a € M: a je nekoneéné} = {a € M: MEY(a,q1,...,q,)}

Podobnymi tvahami sa mozno dopracovat k zaveru, ze existuju aj neStandardné
Ciselné systémy (*R;+,-,0,1) rozsirujice Standardny ciselny systém (R;+,-,0,1) vSet-
kirch redlnych ¢isel a spliajice vietky axiémy tedrie redlne uzavretych poli, vyznacujice
sa rovnakymi prvorddovymi vlastnostami ako (R;+,-,0,1). Takéto systémy obsahuju
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popri Standardnych redlnych ¢islach aj nekoneéné (nekonecne velké) a infinitezimélne
(nekonecne malé) ¢iselné veli¢iny. S ich vyuzitim mozno (popri dalsich veciach) vybu-
dovat infinitezimélny (t.j. diferencidlny a integralny) pocet intuitivne pdsobivym spo-
sobom, blizkym jeho historicky povodnej podobe v duchu Newtona, Leibniza, Eulera a
dalsich, a tym legalizovat a rehabilitovat tento pristup, ktory bol v 19. storo¢i opusteny
a nahradeny technikou limit a ed-analyzou.

4.10 Mohutnosti modelov a Skolemov paradox

Pri podrobnejSom presktimani dékazu Godelovej vety o tplnosti (tak v paragrafe 4.8
ako aj v Dodatku 4.11) vyjde najavo, e zostrojeny model spliia navyse istd podmienku
tykajucu sa jeho mohutnosti.

Mohutnost jazyka prvého radu L = (F,C, R, v) je definované ako kardindlne ¢islo

IL]l = [Form(L)| = max(|F, |C], | k[, Ro)

Jazyk prvého rddu L sa nazyva spocitatelny, ak ||L|| = Ro. Zrejme kazdy jazyk s konecne
mnohymi S$pecifickymi symbolmi je spocitatelny.

Je jasné, ze mnozina K vSetkych konStantnych termov akéhokolvek jazyka prvého
rddu mé mohutnost |K| < |Term(L)|. Nosi¢om M kanonickej struktary M(T) =
(M;...) Tubovolnej tedrie T v jazyku L je faktorovd mnozina M = K/~r, preto
|M| < |K]|. Takze kanonickd struktiara M(T) = (M;...) akejkolvek tedrie v jazyku
prvého rddu L mé mohutnost

|M| < |K| < |Term(L)| < [Form(L)| = [|L]

Podobne, mnozina D novych konstantnych symbolov, pridand k jazyku L za tucelom
konstrukcie tiplného henkinovského rozsfrenia 7' = T} teérie T, ma opit mohutnost ||L].
TakZe novy jazyk Lp mé rovnakd mohutnost ako pévodny jazyk L. Ak to vSetko ddme
dohromady, vidime, ze i kanonicka Struktara M(f) = (M;...) ma mohutnost |M| <
|L||. V dosledku toho dostavame nasledujtice zosilnenie Godelovej vety o tplnosti 4.8.6.

4.10.1 Veta. Nech T je bezospornd teoria v jazyku prvého radu L mohutnosti ||L|| = a.
Potom T md model M = (M;...) mohutnosti |M| < «.

4.10.2 Dosledok. Kazdd bezospornd tedria v spocitatelnom jazyku prvého rddu md
spocitatelny model, t.j. model M = (M;...) mohutnosti nanajvys No.

Ak si uvedomime, ze obvykly jazyk Tedrie mnozin obsahuje jediny Specificky symbol,
menovite bindrny symbol € relacie nalezania prvku do mnoziny, okamzite dostavame:

4.10.3 Dosledok. KazZda z teorii ZF, ZFC (ak je konzistentnd) md nejaky spocitatelny
model M = (M; GM).

Navyse, na zaklade Mostowského vety o kolapse mozno zariadit, Ze pre vSetky a,b € M
platia C M, ako aj a €M b prave vtedy, ked a € b. Potom podla Vety o korektnosti 4.4.8
vietko, ¢o mozno dokazat v Tedrii mnozin, musi byt splnené v M. Specialne, musia
existovat mnoziny NM, RM e M, ktoré hraja ilohu mnozin vietkjch prirodzenych resp.
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vietkych realnych éisel v M. Nakolko vak NM C M, RM C M, obe mnoziny NM, RM
st spocitatelné, teda (kedZe je jasné, ze ani jedna z nich nemdze byt koneénd) existuje
bijektivne zobrazenie f: NM — RM. Na druhej strane, Cantorova veta ,mnoZina R
vsetkych redlnych cisel je nespocitatelnd,” ktort mozno dokézat v Tedrii mnozin, musi
rovnako platit v M. To znie ako ako protirecenie.

Tento paradox objavil nérsky matematik Thoralf Skolem v r. 1922. Skolem ho vsak
odvodil z Léwenheimovej-Skolemovej vety ,zhora nadol“ (ktorou sa budeme zaoberat
neskor), a nie z Goédelovej vety o uplnosti (hoci mu bola zndma este skor, ako ju Godel
dokazal a uverejnil v r. 1930, no on sam ju nedokazal ani explicitne nesformuloval).
Skolemov paradox nie je Ziaden spor, ktory by dokazoval nekonzistentnost Teérie mnozin.
Mozno ho objasnif nasledujiicim sposobom: Bijekcia f: NM — RM nepatri do mode-
lu M; v skutocnosti neexistuje funkcia f € M stanovujica bijektivnu korespondenciu
f: NM — RM, Teda Cantorova veta stale plati v M. Neformalne, mnozina RM sa javi
ako nespocitatelnd iba pri pohlade znutra (t.j. ako mnozina patriaca do modelu M),
zatial ¢o pri pohlade zvonka je len spocitatelna. Jednako Skolemov paradox naznacuje, Ze
pojmy ako spocéitatelnost alebo nespocitatelnost, podobne ako viaceré dal$ie mnozinovo
teoretické pojmy tykajuce sa nekonecnych kardinalnych cisel, nemaju absolutny, ale iba
relativny charakter.

4.11 Dodatok
Dokaz vety o uplnych henkinovskych rozsireniach

Nech (A; <) je ¢iastoéne usporiadand mnozina. Prvok m € A sa nazyva maximadlny, ak
neexistuje prvok a € A taky, ze m < a.

Akukolvek neprazdnu podmnozinu 7 C P(X) potenénej mnoziny fubovolnej mnoziny
X budeme nazyvat systémom podmmnoZin mnoziny X a automaticky povazovat za c¢ias-
to¢ne usporiadant mnozinu (7; C) s reldciou mnozinovej inklazie. Hovorime, Ze systém
7T C P(X) podmnozin mnoziny X ma koneény charakter, ak pre kazdé T C X plati
T € T prave vtedy, ked U € T pre kazda koneénit mnozinu U C T

Bez dokazu zaznamename nasledujuci désledok Axiémy vyberu; poznamenajme na
okraj, zZe je s nou dokonca ekvivalentny.

4.11.1 Teichmiillerova-Tukeyho lema. Nech X je lubovolnd mnoZina a T C P(X)
je nejaky systém konecného charakteru podmnozZin mnozZiny X . Potom pre kazdée T € T
existuje maximdlny prvok M € T taky, ze T C M.

Vezmime za X mnozinu ¢ = Form(L) vSetkych formul nejakého jazyka prvého radu L
a oznatme T C P(P) systém vSetkych bezospornych teérii v L. Ako sme uz zaznamenali
pri dokaze Vety o kompaktnosti, teéria T je bezosporna prave vtedy, ked kazda jej
koneéné podtedria Ty C T je bezospornd. Inak povedané, systém T C P(P) vSetkych
bezospornych tedrii v jazyku L mé konecny charakter. Teda podla Teichmiillerovej-
Tukeyho lemy mozno kazda bezosporna tedriu T v jazyku prvého radu L rozsirit do
maximalnej bezospornej teérie M DO T' v jazyku L.

4.11.2 Uloha. Nech T je a tedria v jazyku prvého radu L. Oznaéme

T" ={p € Form(L): T+ ¢}
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mnozinu vSetkych L-formul dokazatelnych v T'. Ukazte, Zze T je Gplna préave vtedy, ked
T" je maximalna bezosporna tedria.

Uloha 4.11.2 nam déva k dispozicii posledny poznatok potrebny na ustanovenie nasle-
dujtceho vysledku.

4.11.3 Lindenbaumova veta. KaZdu bezospornu teoriu T v jazyku prvého radu L
mozno rozsirit do tplnej teorie TT™ O T v L.

4.11.4 Poznamka. Hoci Axiéma vyberu (v istej s iou ekvivalentnej alternativnej for-
muldcii) hrala v dékaze Lindenbaumovej vety kluc¢ova tlohu, je zndme, Ze tato veta je
slabsia nez AC, to znamend, Ze AC nemozno dokézat v Zermelovej-Fraenkelovej tedrii
mnozin za predpokladu Lindenbaumovej vety.

Teraz pristupime k dokazu vysledku o henkinovskych rozsireniach bezospornych teorii.

4.11.5 Veta o konzervativnych henkinovskych rozsireniach. Nech T je bezo-
spornd teoria v jazyku prvého radu L = (F,C, R,v). Potom existuje rozsirenie jazyka L
o mnozinu D novyjch konstantnych symbolov do jazyka prvého radu Lp = (F,CUD, R, v)
a konzervativne rozsirenie teorie T do henkinovskej teorie Ty 2 T v jazyku Lp.

Demonstrdacia. Nasim ciefom je vybavif kazda sentenciu (Fx)p(x) novou svedeckou
konstantou d, a rozsirit teériu 7' o dosvedéujicu axiému (3z)p(x) = ¢(dy). No ked
to urobime pre vSetky L-formuly ¢(x), tak zaroven rozsirime aj jazyk L a vzniknd nové
sentencie (3z)¢(z) dozadujuce sa svojich vlastnych svedkov. Preto je potrebné proces
rozsirovania rekurzivne iterovat.

Ozna¢me Ly = L povodny jazyk a @, mnozinu vsetkych Lo-formil s jedinou volnou
premennou z. Pre kazda formulu ¢ € & zavedieme novy konstantny symbol d, tak,
ze roznym formuldm ¢, € ¢ zodpovedaji rézne symboly d,, dy. Oznacime Dy =
{dy: ¢ € @0} mnozinu vSetkych tychto konstant, L, rozsirenie jazyka Lo o mnozinu
novych konstant Dy a

Wo = {(F2)p(r) = ¢(dy): » € Do}

mnozinu vsetkych dosvedéujicich axiém pre sentencie (Fx)p(x), kde ¢ € Py.

Predpokladajic, ze mnozina formul @,,, mnozina konstant D,, = {d,: ¢ € ?,}, jazyk
L,+1 a mnozina dosvedcujtcich axiém W,, = {(Fz)p(x) = ¢(d,): ¢ € ®,} uz boli
definované, ozna¢ime @,, 11 mnozinu vsetkych formul jazyka L, 11 s jedinou volnou pre-
mennou z, ktoré nepatria do zjednotenia  J,_, @x. Pre kazdé ¢ € &, zavedieme novy
(t.]. nevyskytujaci sa v jazyku L,1) konstantny symbol d, priom réznym formulam
¢, ¥ zodpovedaju rozne symboly d,, dy. Dalej ozna¢ime D,11 = {dy,: ¢ € Ppi1}
mnozinu prave dodanych konstant, L, 49 rozsirenie jazyka L, 1 o mnozinu D, ;; tychto
konstant a

W1 ={32)e(x) = ¢(dy): ¢ € Ppi1}

mnozinu vSetkych dosvedéujicich axiém pre sentencie (Fx)p(x), kde p € @4 1.

Nakoniec polozime D = J,cy Dny, W = U,,ey Wn a oznacime Lp rozsirenie jazyka
L o mnozinu novych konstatnych symbolov D. Tvrdime, ze Ty = T'UW je henkinovska
tedria v jazyku Lp a zaroven konzervativne rozsirenie tedrie T'.
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Lahko nahliadneme, Ze kazda Lp-sentencia tvaru (3z)¢(z) ma svedka v tedrii Ty.
KedZe ¢ obsahuje len koneéne mnoho konstantnych symbolov z D (ak vobec nejaké),
existuje najmensie n € N také, ze ¢ neobsahuje ziadny symbol z D,,, pre m > n. Potom
¢ € &, a sentencia (Fz)p(r) = ¢(d,) patri do W, teda do Ty. To znamena, ze
konstantny symbol d, € D je svedkom sentencie (3x)p(x) v Ty.

Aby sme dokézali, Zze Ty je konzervativnym rozsirenim T, staci overit, Ze kazda L-
sentencia 1 dokézatelnd v Ty je dokdzatelnd uz v T. Ak Ty F 9, tak existuje koneéne
vela dosved¢ujucich axiém 6; tvaru (Fz)p;(x) = ;(d;), kde 1 < i < k, pri¢om piSeme
d; namiesto d,, takych, ze T U{61,...,0,} F 1. Ak k = 0, tak T' - ¢ a sme hotovi;
takze mozeme predpokladat, Zze k > 1. Zrejme staci ukézat, Ze pocet k dosvedcujucich
axiém mozno vzdy znizit o 1.

Opit mozno najst najmensie n také, ze ziadna z formul 1, . . ., ¢ neobsahuje ziaden
konstantny symbol z D,,, pre m > n. Potom ¢; € @, pre nejaké j € {1,...,k} a ziadna
z dosvedcujtcich sentencii 0;, kde for i # j, neobsahuje symbol d;. Kvoli stru¢nosti
ozna¢me @; ako ¢, d;j ako da @ = {0;: 1 < i <k, i # j}. Z Vety 4.5.1 o dedukcii
dostavame

TUOF ((Fz)p(z) = ¢(d)) = ¢
Uvedomme si, ze pre Tubovolné vyrokové formy A, B, C nasledujice vyrokové formy
(A=B)=0C)= (—A=10) a (A=B)=0C)= (B=0)

su tautoldgie, takze podla Postovej vety o tplnosti 3.8.3 st dokézatelné vyluéne z vyro-
kovych logickych axiém. Specidlne, obe formuly

(B2)e(z) = ¢(d) = ¥) = (-Cz)e(x) = V)
(Bz)p(z) = @(d) = ) = ((d) = V)

st dokézatelné len z vyrokovych axiém predikatového pocétu. Potom na zaklade Modus
Ponens méame

TUOF =(Fz)p(x) = ¢ ako aj TUOF p(d) =9

Nakolko symbol d sa nevyskytuje v ziadnej zo Specifickych axiém tedrie T'UO, aplikaciou
Lemy 4.7.1 o kon$tantach na druhy z uvedenej dvojice vztahov dostavame

TUOFE (Vz)(e(x) = )

Kedze 1 je uzavretd, premennda z nie je volna v v, teda podla (d) a tretej ekvivalencie
v (b) Ulohy 4.4.11 o prenexnom norméalnom tvare

TUOF (Fz)p(x) = ¢

Toto spolu s prvym z uvedenej dvojice vztahov na zaklade Désledku 4.5.4 o dokaze
rozborom moznosti dava T'UO I 1. Nakolko mnozina © pozostéava iba z k —1 dosvedcu-
jacich axiém, sme hotovi.
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4.11.7 Uloha. Ukazte priamo, teda bez odvolavania sa na Vetu 4.11.6, Ze henkinovské
rozsirenie Ty bezospornej teérie T' zostrojené v jej demonstracii, je bezosporné. (Mozno
to urobit podobnym, len trochu jednoduchs$im spdsobom ako pri demonstracii konzer-
vativnosti rozsirenia T .)

Kombinaciou oboch prave stanovenych viet mozeme koneéne dokazat avizovany vysle-
dok.

4.8.5 Veta o uplnych henkinovskych rozsireniach. Nech T je bezospornd teoria
v jazyku prvého radu L = (F,C, R,v). Potom existuje rozsirenie jazyka L o mnoZinu
novych konstantnych symbolov D do jazyka prvého radu Lp = (F,CUD, R,v) a rozSire-
nie teorie T' do uplnej henkinovskej teorie T DT vjazyku Lp.

Demonstracia. Nech Ty je konzervativne henkinovské rozsirenie tedrie T' v jazyku Lp =
(F,C U D, R,v) zostrojené v predchadzajucej demonstracii. Potom podla Lindenbau-
movej vety existuje uplna tedria T = TI’; D Ty v rovnakom jazyku Lp. Je zrejmé, ze T
je tak isto henkinovska tedria.
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5 GODELOVE VETY O NEUPLNOSTI

Godelove vety o netplnosti patria k najpozoruhodnejsim matematickym vysledkom do-
siahnutym v 20. storo¢i, vrhajucim svetlo na obmedzenia formalnych metéd a vyvolava-
jucim filozofické otazky o povahe Tudského myslenia, jeho moznostiach a vztahu k nasim
mozgom, k pocitacom, atd.

Vysledok Kurta Gadela je v modernej logike ojedinely a monumentdlny — nie

je to len monument, je to medznik, ktory zostane zdaleka viditelny v priestore

a v case. [ ... | Predmet logiky isto celkom zmenil svoju povahu aj mozZnosti
vdaka Gddelovmu vysledku (John von Neumann)

5.1 Paradox klamara a paradoxy Russella, Cantora a Berryho

Pripomenme si slavny anticky Paradox klamdra, zndmy tiez ako Epimenidov paradox,
zvyCajne pripisovany Eubulidovi z Milétu. V nom Kréfan Epimenides vyslovi nasledu-
jacu vetu:

,, Vsetci Krétania su klamdri. “

pricom sa mlcky predpoklada, ze slovo ,klamar® oznacuje osobu, ktord vzdy klame. Ak
su vyslovend veta aj zaml¢any predpoklad pravdivé, tak Epimenides musi byt klamar
a jeho tvrdenie musi byt tiez loz. Potom vSak aspon jeden Kréfan nie je klamar (vo
vyzname, Ze nie vzdy klame). Teda vyslovend veta je nepravdiva, takze Epimenides ndm
klamal. Toto nie je protirecenie, ale fakt, ze vyslovenie jedinej nepravdivej vety nam moze
zaru€it existenciu ¢loveka, ktory nie vzdy klame, je stale dost paradoxny. Silna verzia
Paradoxu klamdra pochadza od stredovekého franctizskeho ucenca Jeana Buridana:

» 1o, ¢o Vam prave hovorim, je loz.“
Este jednoduchsiu formulaciu predstavuje nasledujica autoreferencna veta:
, Lato veta je nepravdiva.“

Veta na prvy pohlad vyzera ako vyrok, teda sa zda byt na mieste spytat sa: , Je pravdiva
alebo nepravdiva?“ Ak je nepravdiva, tak musi byt pravdivi. Podobne, ak je pravdiva,
tak nemdze byt pravdivé, teda musi byt nepravdiva. Mozeme uzavriet, Ze je pravdiva
prave vtedy, ked je nepravdivid. Toto mame na mysli, ked ju nazyvame silnou verziou
Paradozu klamdra.

V beznom zivote nds Psradox klamara prili§ trapit nemusi. Jednoducho ho mézeme
odbavit tym, Ze spominant vetu prehldsime za nezmyselni a viac sa nou nebudeme
zaoberat. Situdcia sa vSak radikalne zmeni, ked sa takd autoreferenéna veta vyskytne
v ramci nejakého formalneho deduktivneho systému, napr. v nejakej axiomatickej tedrii
prvého radu. Taka tedria bude nevyhnutne protireciva. A prave to sa stalo v povodnej
verzii Cantorovej ,naivnej“ Tedérie mnozin.

Cantorova tedria mnozin pouzivala pri tvorbe mnozin neohranic¢enti verziu vymedzo-
vacieho principu:
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Pre kazdi jozumni vlastnost P(x) mozno vytvorit mnoZinu {z: P(x)}
vsetkych objektov x s touto vlastnostou.

Akokolvek sa ndm tento princip moze zdat intuitivne prijatelny, v skutoénosti je znacne
nejasny, pokial nevyjasnime, aké vlastnosti povazujeme za ,rozumné“. Co je vsak este
horgie, tento princip dovoluje sformulovat mnozinovt verziu Paradoxu klaméara, menovite
Russellov paradox, pomenovany podla britského logika a filozofa Bertranda Russella:

Cantorov vymedzovaci princip dovoluje vytvorif mnozinu
R ={x: x je mnozina a = ¢ z}
vSetkych mnozin, ktoré nie si1 prvkami samych seba.

Potom otéazka: ,,Je mnozina R prvkom samej seba?“ vedie okamzite k sporu. Lahko totiz
nahliadneme, 7e plati R€ R < R ¢ R.

Teda povodnéa verzia Cantorovej Tedrie mnozin je sporna; neohrani¢eny vymedzovaci
princip umoziuje zreprodukovat Paradox klaméra vnutri tejto tedrie.

Paradoxu klaméra sa mozno vyhnit zizenim Cantorovho vymedzovacieho principu
do nasledujiicej ohranicenej podoby:

Pre kaZdi mnoZinu M a kaZdi ,rozumni vlastnost P(x) mozZno vytvorit mnoZinu
{z € M: P(x)} vsetkych tych objektov = z mnoziny M, ktoré maji tito vlastnost.

Tento princip viac neumoziuje vytvorit mnozinu R a Russellov paradox zanikne. Miesto
toho nadobudne podobu nasledujtuceho faktu:

Neexistuje mnozina vsetkych mnozin.

Keby totiz mnozina V vSetkych mnozin existovala, mohli by sme ,legélne“ vytvorit
mnozinu

R={xeV:z¢ux}
vSetkych mnozin, ktoré nie st prvkami samych seba, a opét dostat spor R€ R < R ¢
R.

Dalsi mnozinovy paradox objavil samotny Cantor. Podla jednej z jeho slavnych viet
je mohutnost akejkolvek mnoziny X mensia nez mohutnost jej potencénej mnoziny
P(X)={A: AC X}
symbolicky |X| < |P(X)|. Ak za X vezmeme mnozinu V vSetkych mnozin, dostaneme
V| < |P(V)|. Na druhej strane, kedze kazdy prvok A potenénej mnoziny P(V) je i sdm
mnozinou, plati P(V) C V, a preto |P(V)| < |V], ¢o je spor. Aj tomuto paradoxu sa
mozno vyhnut a zvratif ho v tvrdenie, Ze totalita V' vSetkych mnoZin netvori mnozinu.

Podla Cantorovych vlastnych slov, V' je ,nekonzistentnd mnozina“. Preto na nu ani
nemozno aplikovat konstrukciu potenénej mnoziny.

Berryho paradoxr demonstruje potrebu vyjasnif vagny pojem ,rozumnej vlastnosti‘,
a tym vniest svetlo do otézky, aké vlastnosti mozno pouzivat dokonca aj v ohrani¢enom
vymedzovacom principe.

Uvazujme mnozinu A vSetkych prirodzenych ¢isel, ktoré mozno definovat nejakym
slovnym spojenim slovenského jazyka pozostavajicim z menej nez dvadsiatich slov.
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Nakolko slovencina mé konec¢ny slovnik, aj slovnych spojeni v tomto jazyku pozostéava-
jucich z menej nez dvadsiatich slov je len kone¢ne mnoho. Mnozina A je preto konec¢na,
no kedze prirodzenych ¢isel je nekoneéne vela, existuju prirodzené éisla, ktoré nepatria
do mnoziny A. Inak povedané, jej doplnok N \ A je neprazdny, preto podla Principu
dobrého usporiadania obsahuje najmensi prvok. Toto prirodzené ¢islo mozno teraz defi-
novat nasledujucim slovnym spojenim slovenského jazyka:

,Najmensie prirodzené ¢islo, ktoré nemozno definovat Ziadnym slovnym
spojenim slovenského jazyka pozostdvajucim z menej neZ dvadsiatich slov®
Uvedené slovné spojenie vsak mé iba sedemnést slov. Teda najmensi prvok mnoZiny

N \ A zaroven patri do mnoziny A. Ale to je spor, lebo AN (N~ A) = (.

5.2 Hladanie vychodiska z krizy

Objavenie sa paradoxov v Cantorovej Tedrii mnozin na prelome 19. a 20. storocia uvrhlo
vtedajSiu matematiku do hlbokej krizy. Navyse sa to stalo kratko potom, ako sa Tedria
mnozin stala Siroko akceptovanou a uznavanou ako univerzalna tedria poskytujiica celej
matematike vSeobecny jazyk umoznujuci formulovat rozmanité matematické discipliny
jednotnym sposobom, ako aj spolo¢né pevné zdklady, na ktorych by sa mohli dalej
rozvijat. Najst vychodisko z tejto krizy sa preto stalo tak povediac tlohou dna.
Niektori matemaici reagovali iplnym odmietnutim koncepcie aktualneho nekoencna,
predstavujicej jeden z uholnych kamenov Tedrie mnozin (H. Poincaré, L. E. J. Brouwer).
Menovite Brouwer sa stal zakladatelom doktriny intuicionizmu, podla ktorej o nekonecéne
mozno uvazovat iba ako o potencidlnom a nikdy nezaviSenom procese rastu ¢i ubytku
za Tubovolni hranicu. Taktiez navrhol reviziu logiky, pricom odmietol niektoré kla-
sické logické zakony (napr. zdkon vylucenia treticho ¢ V —p alebo zakon kvantifika-
cie 7(Vz)-p(x) = (Jx)p(x)) ako nepouzitelné v oblasti potencidlneho nekoencna.
Konkurenéna doktrina logicizmu navrhovala rozvijat matematiku ako odvetvie logiky
(G. Frege, B. Russell, A.N. Whitehead) a vyhnit sa fenoménu autoreferencie, ktorému
sa pripisovala zodpovednost za protirecenia, pomocou znacne zlozitej hierarchie Teorie
typov. No ziadna z tychto koncepcii nemohla sttazif s pristupmi ponikanymi Teériou
mnozin, ktord naplno vyuzivala klasickt logiku, pricom sa dokézala vyhnut tazkopadnej
hierarchii Tedrie typov a zaroven zachovat koncepciu aktualne nekona¢nych mnozin
Ako sme uz spominali, axiomaticky systém tedrie mnozin, ktory navrhol Ernst Zer-
melo a neskor vylepsil Abraham Fraenkel, postupne prevzal tlohu vSeobecne akcepto-
vanych zakladov rozhodujicej casti modernej matematiky. Paradoxom Russella, Cantora
¢i Berryho (ako aj dalsim podobnym paradoxom) sa podarilo vyhnit opatrnou formulé-
ciou Schémy vydelenia, povolujucej vydelovat nové mnoziny iba ako podmnoZiny vo-
pred danych mnoZin prostrednictvom mnozinovych formail. Ako tri vynimky sa objavuju
mnoziny vymedzené pomocou mnozinovych formul, nie vSak z vopred danej mnoziny,
zarucené Axiémami dvojice, zjednotenia a potenénej mnoziny. (Pozri 2.7 a 4.3.9.)
Nikomu sa nepodarilo zreprodukovat zndme paradoxy ani najst akykolvek spor vnutri
Zermelovho-Fraenkelovho axiomatického systému s Axiémou vyberu ZFC. To, zial, nevy-
lu¢uje moznost, Ze nejaké protirecenia v nom zostavaju ukryté hlboko pod povrchom. To
pred néas stavia llohu dokdzat bezospornost ZFC, pripadne nejakého iného axiomatického
systému Tedrie mnozin schopného prevziat na seba tilohu zékladov matematiky. Projekt
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dokézat bezospornost zakladov matematiky sformuloval David Hilbert, vedica osobnost
vtedajSej matematiky, a zaroven s tym navrhol Gstredné pojmy a metédy potrebné na
tento ucel. Projekt je znamy pod nazvom Hilbertov program.

Hilbertov program bol ambiciozny a dalekosiahly projekt vo filozofii a zdkladoch
matematiky. S cielom ,vysporiadat sa s otdzkami zdkladov matematiky raz

a navzdy“ Hilbert v r. 1921 navrhol dvojbodovy pristup: po prvé, klasicka
matematika md byt formalizovand v axiomatickych systémoch; po druhé,
bezospornost tychto axiomatickijch systémov treba dokdzat len s pouZitim
obmedzenych , finitnych® prostriedkov. Hoci Godelova veta o neuplnosti
ukazuje, Ze tento projekt tak, ako bol povodne zamyslany, nie je uskutocnitelny,
Hilbertov program i tak zaznamenal rad dielcich uspechov v logickej teorii aj

v metateorii od tych cias aZ podnes.

(Richard Zach, Hilbert’s Program Then and Now, arXiv:math/0508572)

5.3 Godelove vety o neuplnosti
Pripravné uvahy

Uvazujme nasledujicu autoreferencna vetu:
,, Tato veta je nedokdzatelnd.“

mlcky predpokladajic, ze kazda dokazatelnd veta je nevyhnutne pravdiva. Opit raz po-
vazujeme za opravnenu otazku: ,Je ona veta pravdiva alebo nepravdiva?“ Ak je neprav-
diva, tak je dokézatelna, teda musi byt pravdiva. Tento spor ukazuje, Ze nemodze byt
nepravdiva, takze je pravdiva. Tym sme prave dokazali, Zze oné veta je pravdiva, inak
povedané, dokdzali sme ti vetu. Takze je dokézatelnd, a kedZe tvrdi svoju vlastnii ne-
dokézatelnost, je nepravdiva. Zd4 sa, ze sme opét dospeli k sporu, ndpadne pripomina-
juacemu Paradox klamara.

Tomuto zaveru sa vSak mdzeme vyhnit upresnenim pojmu dokazatelnosti. Keby zna-
menal dokdzatelnost v ramci nejakého formdlneho axiomatického systému (napr. v ne-
jakej tedrii prvého radu), tak nas dokaz uvedenej vety by bol iba neformalnym intu-
itivnym zdévodnenim jej pravdivosti, a nie dokazom v ramci onoho systému. Navyse,
tvrdenia o dokdzatelnosti v rdmci daného forméalneho systému vo vSeobecnosti nepatria
do toho systému, takze otazka ich dokézatelnosti v jeho ramci vobec nedava zmysel. Zda
sa teda, ze hroziaci paradox mozno zmiest zo stola od samého zaciatku.

Jednako pripustme, Ze nejaky formalny systém by mohol spliiat nasledujtce dve pod-
mienky:

(1) Mozno vymedzit dostato¢ne rozsiahlu vyzna¢na triedu tvrdeni sformulovanych
v jazyku tohto systému takt, ze vsetky tvrdenia z tejto triedy, ktoré st v tom
systéme dokazatelné, si pravdivé v istom intuitivne prijatelnom vyzname tohto
slova.

(2) V tejto vyznacnej triede sa nachadza tvrdenie, deklarujice svoju vlastni nedoké-
zatelnost v ramci onoho systému.

Potom prislusny systém je nevyhnutne netplny v nasledujicom zmysle:
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(3) Existuju intuitivne pravdivé tvrdenia sformulované v jazyku tohto systému (do-
konca néleziace do onej vyznacnej triedy), ktoré si v ramci tohto systému nedo-
kézatelné.

Menovite tvrdenie patriace do onej vyznacnej triedy a deklarujice svoju vlastnii nedo-
kézatelnost v ramci systému je prikladom intuitivne pravdivého tvrdenia, ktoré nie je
dokézatelné v ramci tohto systému.

V tejto chvili asi citatel sotva dokaze potlacit v sebe pocit, Zze existencia takych
formalnych systémov (tedrii prvého radu) je ¢isto hypotetickd a v skutocnosti by sa malo
dat dokézaf, Ze nieCo také nemdze existovat. Takze to, ¢o v roku 1930 dokazal mlady
rakusky matematik, logik a filozof Kurt Gédel (narodeny v r. 1906 v Brne), sa méoze javit
ako dost prekvapivé. Podla jeho Prvej vety o neuplnosti su totiz Peanova aritmetika, ako
aj akékolvek tedria prvého radu schopné na seba prevziat tlohu zékladov matematiky,
ako napr. ZF alebo ZFC, ¢i Principia Mathematica, prikladmi takych axiomatickych
systémov. Podla jeho Druhej vety o neuplnosti su takéto systémy v stave sformulovaft
tvrdenie deklarujtce ich vlastni bezospornost, jednako, pokial sii naozaj bezosporné, nie
st schopné toto tvrdenie dokézat, i ked v tom pripade je samotné toto tvrdenie pravdivé.
Ako jeden z désledkov Godelovych objavov sa ukazalo, Ze ciele Hilbertovho programu
nie je mozné naplnit.

5.4 Prva Godelova veta o neuplnosti

Stoji za zmienku, ze Godel pracoval v intencidch Hilbertovho programu a jeho Vety o
neuplnosti sa vynorili tak povediac po ceste, bez toho aby boli vopred planované alebo
dokazu a za¢neme rovno niektorymi finalnymi vysledkami jeho kédovania formil a doka-
zov prirodzenymi CGislami a reprezenticiou vztahu dokézatelnosti istym aritmetickym
predikdtom. Upozornujeme, ze nasa prezentacia sa znacne lisi od Goédelovho pévodného
pristupu.

Neformalne Prva Godelova veta o netiplnosti hovori, ze kazdy konzistentny formalny
systém, ktory je dost obsiahly na to, aby v sebe zahfnial Peanovu aritmetiku, je nevy-
hnutne netuplny, ¢i uz v tom zmysle, Ze obsahuje nejaké pravdivé tvrdenia o prirodzenych
¢islach, ktoré nevie dokazat (sémanticka verzia), alebo v tom zmysle, Ze obsahuje nejaké
aritmetické tvrdenia, ktoré nevie dokazat ani vyvratit (syntakticka verzia).

Zacnime s pojmami nevyhnutnymi na presnejsi opis variety tedrii prvého radu, na
ktoré sa Godelove vysledky vztahuju. Tedria prvého radu T' v jazyku s koneénym poc-
tom Specifickych symbolov sa nazyva rekurzivne aziomatizovatelnd, ak ma len konecne
mnoho axiém alebo jej axiémy mozno efektivne rozpoznat nejakym algoritmom (napr.
pocita¢ovym programom). Tedria prvého radu 7' sa nazyva aritmetickd, ak existuje ne-
jaka interpretacia Peanovej aritmetiky v tejto teodrii. To znamena, ze mame k dispozicii
nejaké formuly Nat(z), Add(z,y, z), Mult(x,y, z), Zero(x), One(z) v jazyku tedrie T,
definujice pojem prirodzeného ¢isla, operéacie s¢itania a nasobenia a vyznacné prvky 0
a 1 takym spésobom, ze pre takto ziskana Strukturu prirodzenych cisel mozno v tedrii
T dokéazat platnost vSetkych axiéom tedrie PA. Ak T je aritmeickd tedria, tak formulu
@ v jej jazyku nazveme aritmetickou, ak je vybudovana z ,novych* atomickych formul
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tvaru z = y, Add(z,y, z), Mult(z,y, z), Zero(z), One(x) pomocou logickych spojok a
ohranicenych kvantifikdicii (Vx)(Nat(z) = ¢), (Fz)(Nat(z) A ). Aritmeticka tedria
T sa nazyva aritmeticky korekind, ak vSetky aritmetické sentencie dokézatelné v T su
splnené v (N;+,-,0,1).

Prikladom rekurzivne axiomatizovanej aritmeticky korektnej tedrie je zrejme samotna
Peanova aritmetika. Dalsimi paradigmatickymi prikladmi tak§ch teérii si rekurzivne
rozsirenia PA pomocou axiém splnenych v (N; +, -, 0, 1), ako aj rozmanité teérie mnozin,
napr. ZF alebo ZFC.

Budeme hovorit, ze dand aritmetickd sentencia 6 je pravdivd alebo platnd alebo
splnend, ak je splnend v $tandardnom modele Peanovej aritmetiky (N; +,-,0,1). Pre
aritmetick sentenciu tvaru ¢ (kq,...,k,), kde ¥(x1,...,z,) je aritmetickd formula a
ki, ..., k, st konkrétne prirodzené ¢isla (konstantné aritmetické termy), v tom pripade
zvykneme hovorit, ze 1 (k1,. .., k,) plati alebo jednoducho ¥ (k1, ..., ky).

Godel vypracoval metédu kodovania alebo enumerdcie, pomocou ktorej vsetky arit-
metické formuly v jazyku aritmetickej tedrie T s jednou volnou premennou x mozno
zoradif do postupnosti ¢o(z), p1(x),...,pn(z),... takym spdsobom, Ze pre kazdé n
mozno formulu ¢, (z) efektivne zostrojif (napr. programom), a tiez naopak pre kazdu
aritmetickt formula () moZno efektivne urcit jej ¢islo n také, ze () splyva s ¢, (x).
Ak T je navySe rekurzivne axiomatizovatelnd, tak aj vSetky dokazy v T moZno zo-
radif do postupnosti Ag, Aq,..., Ak, ... takym sposobom, ze koreSpondenciu k <+ Ay
mozno efektivne popisat (napr. pomocou nejakého programu) v oboch smeroch. Navyse
v tom pripade pripade Godel zostrojil dva efektivne rozhodnutelné ternarne aritme-
tické predikaty P(x,y,z) a R(x,y,z) dokdzatelnosti (provability) resp. vyvratitelnosti
(refutability) také, Ze pre Tubovolné prirodzené ¢isla k, m, n st splnené nasledujice
podmienky:

P(m,n, k) prave vtedy, ked Ay je dokaz sentencie @, (m) v T

R(m,n, k) prave vtedy, ked A je dokaz sentencie —p,(m) v T
Algoritmicka rozhodnutelnost predikiatov P(x,y, z) a R(z,y, z) zaroven zarucuje, Ze pre
akukolvek volbu m,n,k € N je platnost fubovolného z tvrdeni P(m,n, k), -P(m,n, k),
R(m,n, k), ~R(m,n, k) v (N; +,-,0,1) ekvivalentna jeho dokézatelnosti v PA, teda aj
v T. Totiz algoritmus, ktory rozhodne, & P(m,n, k) plati alebo nie, zarover poskytuje
dokaz tvrdenia P(m,n, k) alebo jeho negéacie, a podobne pre R(m,n, k). Takze mozeme
zhrnaf:

5.4.1 Veta. Predpokladajme, Ze T je konzistentnd rekurzivne axiomatizovatelnd arit-
metickd tedria. Potom pre lubovolné prirodzené ¢isla m, n, k si tri podmienky v kaZdom
z nasledujucich styroch riadkov navzajom ekvivalentné:

P(m,n, k) T+ P(m,n,k) Ay je dokaz sentencie @, (m) v T
R(m,n, k) T+ R(m,n, k) Ay je dokaz sentencie —p,(m) v T
—P(m,n, k) Tt/ P(m,n,k) T+ =P(m,n,k)
—R(m,n, k) Tt/ R(m,n, k) T+ =R(m,n, k)

Specidlne, T rozhodne kaZdé z tvordeni P(m,n,k) a R(m,n, k) pre lubovolné m, n, k.
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Teraz uz mame k dispozicii vSetky ingrediencie potrebné na formulaciu Godelovych
vysledkov. Uvazujme formulu —(3 z)P(z, z, z). Obshuje jedint volnt premennu z, teda
sa vyskytuje v postupnosti {¢,(z)},en pod nejakym ¢islom — ozna¢me ho g. Potom
g (x) je uvedend forrmula, a ked do nej dosadime prirodzen ¢islo g miesto premennej z,
dostaneme tvrdenie ¢4(g), t.j. 7(32)P(g, 9, 2), ktoré hovori, Ze pre ziadne z = k nie je
Ay, dokaz tvrdenia ¢,4(g). Inak povedané, vyznam tohto tvrdenia je:

wg(g): , Turdenie p4(g) nie je dokdzatelné v T.“

Teda ¢4(g) je prikladom autoreferenéného tvrdenia v jazyku tedrie 7' vyhlasujaceho
svoju vlastni nedokéazatelnost. Na druhej strane by si ¢itatel mal uvedomit, ze ¢4 (g) je
aritmetické tvrdenie, ako napr. =(3z,y, z)((z + 1) + (y + 2)* = (2 + 3)*), ktoré tvrdi,
7e diofantickd rovnica (z + 1)2 + (y +2)® = (2 + 3)* nema4 riesenie v obore vSetkych
prirodzenych c¢isel.

Nase pripravné avahy (pozri 5.3) nas teraz opraviiuju vyslovit sémanticki verziu Prvej
Godelovej vety o netplnosti.

5.4.2 Prva Godelova veta o netplnosti. [Sémantickd verzia] Ak T je rekurzivne
aziomatizovatelnd aritmeticky korekind tedria prvého radu, tak Gédelovo turdenie pg4(g)
je splnené v (N;+,-,0,1), jednako vsak nie je dokdzatelné v T. Takze T nie je v stave
dokadzat vsetky pravdivé aritmetické tvrdenia o prirodzenych c¢islach.

Teda Specidlne PA ani ziadna z tedrii mnozin, ako napr. ZF alebo ZFC, nemdzu
dokézat vSetky pravdivé aritmetické tvrdenia o prirodzenych ¢islach.

KedZe k nekoneénému oboru N vSetkych prirodzenych ¢isel neméame priamy pristup,
sémanticky pojem aritmetickej pravdy, ktory hré klacova tlohu v sémantickej verzii
Prvej Godelovej vety o neuplnosti, ,zavana metafyzikou* a moze v citatelovi vyvolat
isté rozpaky. Zaklada sa na naSej viere, ze (N; +,-,0,1) je model PA, ¢o vSak moZno
sotva povazovat za zrejmy ¢i pevne a nespochybnitelne ustanoveny fakt. Jednako, tato
viera je dokonca silnejSia nez viera v bezospornost PA, ktora sa vSak rovnako nezaklada
na priamej, bezprostrednej evidencii. Kazdopadne bude zaujimavé vidiet, ¢o mdZzeme
odvodit z tohto slabsieho syntaktického predpokladu.

5.4.3 Prva Gddelova veta o netplnosti. [Syntakticka verzia] Nech T je a rekurzivne
axiomatizovatelnd aritmetickd tedria.

(a) Ak T je bezospornd, tak Gédelovo turdenie p,(g) nie je dokdzatelné v T.

(b) Ak T je w-konzistentnd, tak ani tvrdenie —p4(g) nie je dokdzatelné v T

TakzZe z predpokladu w-konzistentnosti teorie T vyplyva, Ze T je neuplnd.

Poznamenajme, ze w-konzistentnost je technickéd podmienka, silnejSia nez ptuha kon-
zistentnost (bezospornost), ktort sformulujeme pocas demonstrécie ¢asti (b).

Demonstracia. (a) Predpokladajme, ze tvrdenie ¢4(g) je dokazatelné v T'. Z tohto bodu
mozeme postupovat dvoma spésobmi. Predvedieme si ich oba.

Po prvé, dokazatelnost ¢,(g) znamena, ze tato sentencia méa nejaky dokaz v T,
povedzme Ag. Potom plati P(g, g, k), a v dosledku algoritmického charakteru predikatu
P(xz,y, 2), je tvrdenie P(g, g, k) dokazatelné v T'. Preto aj (32)P(g, g, 2), ¢o je ekviva-
lentné s —p,4(g), je je dokazatelné v T'. Takze mame T F ¢,(g) a zaroven T' F —p,4(g),
¢o protireci bezospornosti tedrie T'.
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Druhy argument za¢ina uvedomenim si tvaru tvrdenia ¢4 (g): vlastne predpokladame,
ze T F—(32)P(g,9,%), ¢ize T + (V2)-P(g,9, 2), kedze druhé tvrdenie je ekvivalentné
s prvym. Preto '+ —P(g, g, k) pre kazdé k € N. Podla Vety 5.4.1 potom —P(g, g, k) plati
pre kazdé k. To znamena, ze ziaden z dokazov Ay nie je dokazom sentencie ¢4(g) v T,
inak povedané, tvrdenie ¢,(g) nie je dokdzatelné v T'. To protireci nasmu pévodnému
predpokladu, ktory je z toho dovodu chybny. Takze ¢,(g) je nedokazatelné v 7.

(b) Predpokladajme, ze tvrdenie —¢4(g), ktoré je ekvivalentné s (32)P(g,9,z2), je
dokazatelné v T'. Keby existovalo nejaké k € N také, ze P(g, g, k), mohli by sme usudit,
ze Ay je dokaz tvrdenia ¢,(g) v T. Potom by obe tvrdenia ¢4(g) ako aj —p4(g) boli
dokéazatelné v T, a mohli by sme vyvratit nas pociatoény predpoklad T' - —p,(g) iba na
zaklade bezospornosti tedrie T' (a zaobist sa bez predpokladu jej w-konzistentnosti).

Vyplyva teda z dokézatelnosti aritmetickej sentencie (3z)P(g,g,z2) existencia ne-
jakého k € N takého, ze P(g, g, k)? Stuhlasné odpoved na tito otazku sa na prvy pohlad
zdé samozrejmou. Keby sme mali konstruktivny dokaz tvrdenia (32)P(g, g, z), ten by
nam dal konkrétne k také, ze P(g,g, k). Bohuzial nevieme vyluécit, ze dokaz tvrdenia
(32)P(g, g, z) postupuje nepriamym nekonstruktivnym spésobom, iba vyvodenim sporu
z predpokladu —(3 2)P(g, g, 2), a nedédva nam ani ziaden navod, ako by sme nejaké také
k, pre ktoré plati P(g,g, k), mali hfadat. Musime konstatovat, Ze nas optimizmus bol
predcasny a nasa povodna predstava o demonstracii tejto casti nefunguje. Ak sa chceme
dostat dalej, potrebujeme cosi viac.

Aritmeticka tedria T sa nazyva w-konzistentnd, ak pre ziadnu aritmeticka formulu
¥(z) nemoézu byt v T zaroven dokazatelné tvrdenie (32z)1(z) ako aj vSetky tvrdenia
—(0), =(1), ..., =(k), ... . Zrejme kazda w-konzistentna aritmetickd tedria musi
byt konzistentna.

Ak teraz predpokladame, ze T' je w-konzistentna a T+ (32)P(g, g, z), mozeme z toho
vyvodit, ze T t/ = P(g, g, k) pre nejaké k. Pre toto k podla Vety 5.4.1 plati P(g,g,k).
V tejto chvili uz moézeme pouzit nas povodny argument.

Nasledujuci priklad ilustruje rozdiel medzi ¢isto existenénym a konstruktivnym doéka-
zom nejakého existen¢ného tvrdenia.

5.4.4 Priklad. Dokazeme nasledujicu vetu:

L Eristuji iraciondlne ¢isla a,b > 0 také, Ze ¢islo a® je raciondlne.“

. . ; (o N C e, » V2 .
Doékaz Je zname (a Tahko sa dokaZe), Ze /2 je iracionalne ¢islo. Potom &islo v2' ~ je
bud racionélne alebo iracionalne. Ak je racionalne, sme hotovi: staéi polozit a = b = v/2.

Ak \/5\/5 je iracionalne, polozime a = \/5\/§ a b= 2. Potom a aj b su iraciondlne a
plati

o= (\/Ef)f _ (ﬁ)(“m) _(va) =

KedZe a® = 2 je o¢ividne raciondlne ¢&islo, opif sme hotovi.
Citatel by si mal uvedomit, Ze nas dokaz je ¢isto existenény a vyuziva Zakon vyltcenia

. i v V2, . o, . . ,
tretieho. Nevieme, & ¢&slo v/2°~ je raciondlne alebo iracionalne, takze nevieme, ktora
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z oboch moznosti naozaj funguje. Z intuicionistického alebo konstruktivistického hladiska
su také dokazy neprijatelné. Konstruktivny dokaz by si vyzadoval rozhodnit, ¢ je ¢islo

V2" " racionalne alebo iracionalne, a urobif explicitnd, jednoznaént volbu dvojice a, b.

v . . « «/ \/5 . . . , . . ) , ’ 9
V skutoénosti sa vie Ze &islo v/2' ~ je iracionalne (no nie je to také lahké dokézat),
teda v uvedenom dokaze nastava druhd moznost.

5.4.5 Uloha. Predpokladajte, Zze Peanova aritmetika je bezospornid a henkinovska
tedria. Dokazte, ze potom je uz nevyhnutne w-konzistentnd. (Pomdcka: Vychadzajte
z toho, Ze kazdy konStantny term v jazyku tedrie PA sa v PA dokézatelne rovna nie-
ktorému termu tvaru (...(04+ 1) 4+ --- 4+ 1) + 1 (n jednotiek), t.j. Standardnému priro-
dzenému ¢islu n.)

Neskor Barkley Rosser sformuloval modifikiciu Gédelovho tvrdenia —(32)P(g, g, 2)
umoziujicu zaobist sa bez predpokladu w-konzistentnosti a dokézat netplnost rekur-
zivne axiomatizovatelnych aritmetickych tedrii iba na zdklade predpokladu ich pihej
konzistentnosti.

Uvazujme aritmeticka formulu (V2)(P(z,z,2) = (Ju < z)R(z,z,u)) a ozna¢me r
jej ¢islo v zozname {¢,(x)}nen. Dosadenim r za 2z do formuly ¢, (x) dostaneme auto-
referencéné tvrdenie @, (r), ¢ize

(Vz)(P(r,r,z) = (Ju < 2)R(r,r,u))

Jeho zmysel mozno degifrovat takto:
or(r): Ak je turdenie ¢, (r) dokdzatelné v T nejakym dokazom s danym cislom,
tak medzi dokazmi s ¢islom mensim alebo rovnym tomuto cislu
sa nachadza dokaz jeho negacie —p,.(r) v T.%

Snad ani netreba zvlast zdoraznovat, Ze nasledujuca verzia Prvej vety o netplosti mé
syntakticky charakter.

5.4.6 Godelova-Rosserova veta o netplnosti. Nech T je lubovolnd rekurzivne azio-
matizovatelnd aritmetickd teoria. Ak T je bezospornd, tak ani Rosserovo tvrdenie o, (r)
ani jeho negdcia =, (r) nie st dokdzatelné vT. Preto ak T je bezospornd, tak je neuplnd.

Demonstrdacia. Predpokladajme, Ze tvrdenie ¢, (r) je dokdzatelné a Ay je jeho dokaz
v T. Potom obe tvrdenia P(r,r, k) aj (u < k)R(r,r,u) st dokdzatelné v T. Druhé
z nich je ekvivalentné s alternativou

R(r,m,0)V R(r,r,1) V...V R(r,r, k)

Potom vsak staci prebrat dokazy Ag, A1, ..., Ar a mame zarucené, Ze sa medzi nimi
nachadza dokaz tvrdenia —p,(r) v tedrii T', o protireci jej bezospornosti.

Teraz predpokladajme, Ze tvrdenie —¢,.(r) je dokdzatelné v T dékazom A;. Potom
plati R(r,r, 1), a algoritmus potvrdzujuci tento fakt poskytuje dékaz tvrdenia R(r,r,1)
v T. Ak si uvedomime, ze —¢,.(r) je ekvivalentné s tvrdenim

(32)(P(r,r,2) A (Vu)(R(r,r,u) = 2 < u))
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mozeme usudit, Ze tvrdenie (3z < [)P(r,r,z) je dokazatelné v T. Potom nevyhnutne
[ > 0, a posledné tvrdenie je ekvivalentné s alternativou

P(r,r,0)V P(r,r,1) V...V P(r,r,l — 1)

To znamend, ze medzi dokazmi Ay, Aq, ..., A;_; sa nachddza dokaz tvrdenia ¢, (1)
v T, ¢o opit odporuje bezospornosti tedrie 7.

5.5 Druha Gdodelova veta o neuplnosti

Neformélne Druhd Godelova veta o netplnosti hovori, Ze ziadny forméalny systém dost
bohaty nato, aby v sebe zahffial Peanovu aritmetiku, nie je schopny dokézat vlastni
bezospornost. Treba si vSak uvedomit, Ze tvrdenie o bezosrpornosti nejakého formalneho
systému je tvrdenim o tomto systéme, ktoré nie je ani formulované v jeho jazyku, takze
otazka dokazatelnosti tohto tvrdenia v ramci systému vobec neddva zmysel. Preto je
nanajvys dolezité poznanie, Ze niektoré formalne systémy, Specidlne vSetky rekurzivne
axiomatizovatelné aritmetické teérie prvého radu formulaciu takychto tvrdeni umoziuju.

Ak méme dana aritmeticka teériu 7', tak aritmetickil sentenciu 6 nazveme prehld-
senim o bezospornosti tedrie T, ak bezospornost tedrie T' je ekvivalentna s platnostou
tvrdenia 6 v (N; +,-,0,1). Ak T je navySe rekurzivne axiomatizovatelna, tak mame
viacero moznosti ako formulovat prehlasenie o jej bezospornosti.

(1) Pripomenme, Ze teéria T v jazyku prvého radu L je spornd, prave vtedy, ked
existuje uzavreta formula v jazyka L takéa, ze ) aj —1) st dokéazatelné v T'. Vzhladom nato
mozno prehlasenie o bezospornosti rekurzivne axiomatizovatelnej aritmetickej teérie T
formulovat nasledujicim sugestivnym sposobom

Consy (T): ~(3x,y, z,u)(P(z,y,2) N R(x,y,u))

vyluéujicim existenciu akejkolvek sentencie tvaru ¢, (m), ktora by bola dokazatelnd v T’
zaroven so svojou negaciou =, (m).

(2) Ekvivalentne, T je sporné prave vtedy, ked kaZdd L-sentencia je dokazatelna v 7.
Teda T je bezosporna prave vtedy, ked aspon jedna L-sentencia 1) nie je dokdzatena v T
Pri vybere takejto sentencie méame znac¢nt volnost. Mézeme si napriklad zvolit isporni
cestu navrhnutt Johnom von Neumannom a vybrat na ten tcel Godelovo tvrdenie ¢, (g).
Skutocne, ak ¢,(g) je dokdzatelné v T', tak, ako sme uz videli, T' je sporna. Naopak, ak
©q4(g) je nedokazatelné v T', tak T je samozrejme konzistentna. Takze T" je konzistentna
prave vtedy, ked ¢4 (g) nie je dokdzatelné v T'. To nam déva prehlasenie o bezospornosti

Consy(T): ~(32)P(g,9, 2),

ktoré sa zhoduje so skor zavedenym Godelovym tvrdenim ¢,4(g).

(3) Nakoniec si mézeme zvolit nejaku logickt axiému alebo axiému tedrie PA; potom
poziadavka nedokazatelnosti jej negacie je zrejme ekvivalentna s bezospornostou tedrie
T. Nech napr. s € N je ¢islo formuly = # x. Potom ¢4(0) je sentencia 0 # 0. Takto
dostévame dalsie prehldsenie o bezospornosti

Cons3(T'): =(32)P(0,s, 2)

vyjadrujice nedokazatelnost tvrdenia 0 £ 0 v T.
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5.5.1 Uloha. (a) Ked sme sa zaoberali syntaktickou verziou Prvej Godelovej vety o ne-
uplnosti, ukazali sme, ze z dokazatelnosti Gédelovho tvrdenia ¢4(g) v T vyplyva doka-
zatelnost jeho negécie —p,(g) v T'. Povazujte za zarucené, ze implikacia

(32)P(g,9,2) = (Ju)R(g,9,u)
ktora formalizuje tito tivahu, je dokazatelna v T', a dokéazte, Ze potom aj implikécia
-(3x,y, z,u)(P(z,y,2) AN R(z,y,u)) = —~(32)P(g,9, 2)

je dokazatelnd v T'. To znamena, ze dokazatelnost prehlasenia o bezospornosti Cons; (77)
z (1) v T by mala za nasledok dokazatelnost Godelovho tvrdenia ¢, (g).

(b) Podobne ako v (a), moézeme odvodit, ze dokazatelnost Godelovho tvrdenia ¢ 4(g)
by mala za nasledok dokézatelnost tvrdenia 0 # 0 v T'. Povazujte za zarucené, ze impli-
kacia

(32)P(g,9,2) = (Fu)P(0,s,u)
ktord formalizuje tito tvahu, je dokazatelna v T, a dokazte, ze potom dokazatelnost
prehlasenia o bezospornosti Conss(7') z (3) v T by mala opit za nasledok dokazatelnost
Godelovho tvrdenia ¢4(g).

To znamend, Ze pre rekurzivne axiomatizovatelni aritmetickti teériu 7' s prediké-
tom dokéazatenosti P(z,y, z), pripadne aj s predikdtom vyvratitelnosti R(z, y, z), mozno
sformulovat prehldsenie o bezospornosti Cons(7") v jej jazyku v tvare ktorejkolvek z uve-
denych troch sentencii Cons; (7"), Consa(T"), Consz(T') (ako aj mnohych dalsich). Zaroven
predpoklad o dokézatelnosti ktoréhokolvek z tychto prehlaseni v T' méa za néasledok
dokézatelnost Gédelovho tvrdenia ¢,(g) v T. Ked si to vSetko zhrnieme, dostavame:

4.5.2 Druha Godelova veta o neuplnosti. Nech T je rekurzivne axiomatizovatelnd
aritmetickd tedria. Potom T umozriuje sformulovat prehldsenie o svojej vlastnej bezo-
spornosti Cons(T'). Ak je vsak T bezospornd, tak Ziadne z prehldzeni o jej bezospornosti
Cons; (T'), Consy(T'), Consg(T') z uvedeného zoznamu nie je dokdzatelné v T.

Ak T je konzistentnd rekurzivne axiomatizovatelna aritmeticka tedria, tak podla
Druhej Goédelovej vety o netplnosti tvrdenie Cons(7") nie je dokazatelné v T, preto
podla Dosledku 4.5.3 o dokaze sporom je konzistentné aj jej rozsirenie 7'U {— Cons(T") }.
Nakolko vSak T je konzistentné, nova axiéma — Cons(7") nie je splnena v (N; +,-,0,1),
teda T'U{— Cons(T)} nemdze byt aritmeticky koretna, aj keby T bola. Dalej kvoli urci-
tosti oznac¢ime Cons(T") Godelovo tvrdenie ¢4(g). Potom tvrdenie (32)P(g, g, ), logicky
ekvivalentné s negaciou — Cons(7"), je dokdzatelné v T'U {— Cons(7')}. Nakolko vsak T
je bezospornd, ziaden z dokazov A nemdze byt dokazom tvrdenia ¢4(g), t.j. Cons(T),
v T, takze vSetky tvrdenia —=P(g, g, k) pre k € N st splnené v (N; +,-,0, 1), teda dokaza-
telné v T', a tym skor v 7'U{— Cons(T")}. To znamena, ze T'U{— Cons(T)} je prikladom
konzistentnej tedrie, ktora nie je w-konzistentna. Na druhej strane, ak T je aritmeticky
korektna, tak aj 7'U {Cons(7T")} ma tato vlastnost.

V nasledujucich dvoch tlohach T oznacuje rekurzivne axiomatizovatelnt aritmeticka
tedriu s predikdtom dokazatelnosti P(z,y, z) a predikdtom vyvratitelnosti R(z,y, z).
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5.5.3 Uloha. Uvodn4 tivaha v (2) pontika nasledujtcu formalizaciu prehlasenia o bezo-
spornosti teorie T'
Consy(T): (Fz,y)(Vz)-P(x,y, 2)

deklarujicu existenciu nejakej uzavretej formuly ¢, (m) nedokazatelnej v T'. Avsak sku-
tocnost, ze syntaktickd zlozitost formuly je (v doésledku prefixu kvantifikdtorov 3V)
o stupen vyssia nez u troch predchadzajucich prehlaseni o bezospornosti, spésobuje,
ze nie je také lahké odvodit akékolvek zavery z predpokladu dokézatelnosti tvrdenia
Consy(T) v T.

(a) Dokézte, ze tvrdenie Consy(T") je prehldsenim o bezospornosti tedrie 7.

(b) Preskimajte status dokazatelnosti prehlasenia o bezospornosti Consy(7") v T.
Uvedomte si, ze puhy predpoklad, ze T je bezosporna, neumoziiuje odvodit, ze Consy(7')
je dokézatelné, ani ze Consy(7") je nedokazatelné v T

(c) Vsimnite si, ze implikacia ¢4(g) = Consys(T') je logicky platna. Nasledne odvodte,
ze z predpokladu w-konzistentnosti tedrie T' vyplyva, Zze negacia — Consy(7T) nie je
dokazatelna v T

5.5.4 Uloha. (a) Ukazte, Ze Rosserovo tvrdenie ¢, (r) nie je prehlasenim o bezospor-
nosti tedrie T'. Ako je to s jeho negaciou —p,(r)?

(b) Ukazte, ze obe tvrdenia —(32)P(r,r, z), ~(3u)R(r,r,u) st prehladseniami o bezo-
spornosti tedrie T'. Ako je to s ich dokézatelnostou?

Vo svetle Godelovych vysledkov je mozno prekvapivé, no kazdopadne stoji za zmienku,
ze Solomon Feferman v roku 1960 zostrojil za cenu vyssej zlozitosti prehlasenie o bezo-
spornosti Cons™(PA) Peanovej aritmetiky, ktoré je napriek tomu dokdzatelné v PA.
Jednako pre takéto prehlasenie o bezospornosti nemozno v PA dokazat ekvivalenciu
Cons™(PA) < Cons;(PA), ba ani implikdciu Cons™(PA) = Cons;(PA), pre Ziadne i =
1,2,3 (samozrejme, pokial samotnd PA nie je sporna).

Na druhej strane mozno bezospornost Peanovej aritmetiky (a nielen niektoré prehlase-
nie o jej bezospornosti) dokézat v ramci niektorych tedrii silnejSich nez PA (ktorych
bezospornost je z toho dévodu pochybnejsia nez bezospornost PA). Zoznam zrejme za-
hfna akikolvek rozumnu verziu Tedrie mnozin, kedZe tie dovoluju zostrojit Standardny
model (N; +,-,0,1) Peanovej aritmetiky. No uz i niektoré pomerne skromné rozsire-
nia PA zvladnu tato tlohu. Gerhard Gentzen v roku 1936 dokézal bezospornost PA

transfinitnou indukciou cez ordinalne &isla mensie nez spoéitatelny ordinal ey = w*”

(S naznakom tejto metddy sa stretneme v paragrafe 5.8 venovanom Goodsteinovym po-
stupnostiam. Pri konstrukcii algebraického uzaveru pola transfinitnou rekurziou v dokaze
Vety 7.5.2 sa vyskytne dokonca aj pre iné ordinalne ohranicenia ako £¢.) Samotny Godel
podal dokaz bezospornosti PA pomocou rekurzivnych funkciondlov v roku 1958.

5.6 Pokusy o zuplnenie

Prirodzene sa natiska otézka, ¢i by nebolo mozné zuplnit Peanovu aritmetiku pri-
danim nejakych novych axiém, o ktorych vieme, ze st splnené v Standardnom mode-
le (N;+,-,0,1). Jedného mozného kandidata ponika nasledujica rekurzivna konstruk-
cia: Nech Tp je samotnd PA. Ak je dana tedria Tj, pre ¢ € N, zostrojime postupnost
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AL AL AL vSetkych dokazov v T, ako aj predikidt P,(z,vy, z) dokazatelnosti
v T, taky, ze pre vsetky k,m,n € N plati
P,(m,n,k) prave vtedy, ked A} je dokaz sentencie ¢, (m) v T,
Vzapiti polozime
Tg41 = T4 U{Cons(Ty)}

kde Cons(T}) je niektoré z prehlaseni o bezospornosti Cons;(7,) pre pevné i = 1,2, 3.
Inak povedané, T, je rozsirenim T} o axiému Cons(T;) prehlasujicu bezospornost
tedrie Tj,. Zrejme kazdé T, je rekurzivne axiomatizovatelna aritmeticky korektné tedria.
Preto vytvorenim zjednotenia

=1,

geN

dostaneme opit aritmeticky korektni teériu, v ktorej st dokézatelné vsetky prehlasenia
o bezospornosti Cons(T;,). AvSak aj T je rekurzivne axiomatizovatelnd, preto sa na 1iu
vztahuJu vSetky predchadzajuce vysledky o netplnosti. To okrem iného znamena, ze
T ; je neuplnd, dokaze sformulovat prehlasenie o svojej vlastnej bezospornosti Cons (T )

ktoré vSak nie je schopné dokézat. Navyse, ako ukézal Alan Turing v roku 1939, Peanovu
aritmetiku nemozno zaplnit ani transfinitnou iteraciou procedury jej rozsirovania o po-
stupné prehlasenia o bezospornosti.

Jeden z aspektov neuplnosti Penovej aritmetiky a pribuznych teorii sa prejavuje
ako fenomén w-netplnosti, t.j. istého druhu ,nerovnomernosti“ dokézatelnosti v nich.
Napriklad, ak ¢(z) je formula v jazyku PA, tak z dokdzatelnosti vSetkch sentencii ¢(m)
pre lubovolné m € N v PA eSte nevyplyva, ze v PA je dokazatelny aj univerzalny uzéver
(Vz)(x). Moze sa totiz stat, ze dokazy jednotlivych instancii ¢(0), (1), ..., ¥(m),

. sa lisia do takej miery, Ze zostavit na ich zaklade jednotny dékaz univerzalne kvan-
tifikovaného tvrdenia (V z)1(z) je jednoducho nemozné. Aritmeticka tedria 1" sa nazyva
w-iuplna, ak sa také nie¢o nemodze stat, teda ak pre kazda aritmeticktt formulu ¢ (z)
z dokézatelnosti vSetkych jednotlivych instancii ¢ (m) pre m € N v T vyplyva, Ze aj jej
univerzalny uzaver (Vx)y(x) je dokazatelny v T

Konstrukciu iplného rozsirenia Peanovej aritmetiky zalozent na odstraneni javu w-ne-
uplnosti navrhol S. Feferman v r. 1962. Aby vSak mohol rozsirit PA do tplnej a zaroven w-
uplnej tedrie, musel obetovat podmienku rekurzivnej axiomatizovatelnosti. Transfinitnou
rekurziou cez ordinélne &sla mensie nez isty limitny ordinal ¢ < w*” zostrojil postupnost
aritmetickych teérii {7, }o<¢ @ postupnost predikatov dokazatelnosti {Pa(a:, v, z)}

a<(
v tychto tedriach takych, ze

T, = PA
Tot1 =To U{(Va)(32)Pa(z,n,2) = (Va)p,(2): n € N}  pre kazdé o < ¢

Ty = | J Ta pre kazdy limitny ordinal A < ¢
a<<

Pridanie novych axiém

(Vz)(32)Palz,n, 2) = (V)pn(z)
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pre n € N k axiémam tedrie T,, zarucuje dokazatelnost kazdého univerzalne kvantifiko-
vaného tvrdenia (Vz)p,(z) v tedrii T, 11, akondhle st vSetky jeho jednotlivé inStancie
©n(m) pre m € N dokézatelné v T,,.

Napokon mozno dokéazat, ze aritmetickd tedria

T:UTa

a<(

nie je len w-uplnd, ale aj Gplné a w-konzistentna. Aby sme vSak mohli odvodit tento zaver,
musime predpokladat, ze PA je konzistentna. Ak predpokladédme, ze PA je aritmeticky
korektna, mozeme usudit, ze aj T' mé tato vlastnost.

5.7 Vety Tarského a Churcha-Turinga

Aby sme ¢itatelovi poskytli iplny obraz, sformulujeme eSte dva dalSie vysledky o net-
plnosti pochadzajiace od Alfreda Tarského z r. 1933, resp. od Alonza Churcha a Alana
Turinga z r. 1936. Tarského veta o nedefinovatelnosti pravdy neformélne hovori, Ze
vlastnost aritmetickych sentencii ,,byt pravdivymi“ nemozno definovat Zziadnou formu-
lou v jazyku t§chto sentencii. Presnejsie to znamena, ze reldciu spliiania pre aritmetické
formuly v $tandardnom modele (N; +,-,0,1) nemozno vyjadrif ziadnou aritmetickou
formulou. V dalsich dvoch vetach sa opit odvolavame na postupnost {p, (z)},en arit-
metickych formal.

5.7.1 Tarského veta o nedefinovatelnosti pravdy. Nech T je lubovolnd konzis-
tentnd aritmetickd teoria. Potom neexistuje aritmetickd formula o(x,y) v jazyku tedrie
T taka, aby pre vsetky m,n € N platilo

(N;+,-,0,1) F p,(m) & o(m,n)

Demonstrdacia. Pripustme, ze taka formula o(z,y) existuje. Potom —o(x, ) je aritme-
tickd formula s jedinou volnou premennou z, teda sa nachadza v postupnosti {p,, (z) }nen
pod nejakym ¢islom ¢ € N. Potom nasledujice tvrdenia st ekvivalentné v (N;+,-,0,1):
o(t,t), p(t), —o(t,t). Takze

(N +,-,0,1) F o(t,1) & —o(t,1)

¢o je spor.

Tarského veta kladie vyrazné obmedzenia na moznosti autoreprezentacie aritmetic-
kych teérii. Aby sme mohli definovat formulu spliiania o(z,y) pre taka teériu T, je
potrebné rozsirit ju do nejakej tedrie T’ v ,metajazyku®, ktorého expresivna sila pre-
sahuje moznosti povodnej teérie T'. Napriklad formulu spliiania pre Peanovu aritmetiku
mozno definovat v Aritmetike druhého radu alebo v Zermelovej-Fraenkelovej tedrii mno-
zin.

Pri svojich skiimaniach otédzok rozhodnutelnosti boli A. Church aj A. Turing zna¢ne
ovplyvneni pracou K. Godela o tplnosti Logiky prvého radu a este vac¢smi jeho pracou o
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neuplnosti Peanovej aritmetiky a dal$ich aritmetickych tedrii. Zatial ¢o Church rozpraco-
val tzv. A-kalkulus a pouzil ho ako paradigmaticky model vSeobecnych vypoctov, Turing
navrhol idedlne modely vypoctovych zariadeni, ktoré sa stali zndmymi ako Turingove
stroje. Kratko nato sa ukazalo, ze oba pristupy st ekvivalentné. Dokaz nasledujtcej vety
presahuje ramec nasho kurzu.

5.7.2 Churchova-Turingova veta o nerozhodnutelnosti. Nech T je lubovolnd
konzistentnd rekurzivne ariomatizovatelnd aritmetickd tedria. Potom neexistuje algo-
ritmus schopny rozhodnut, ¢i je dand aritmetickd sentencia v jej jazyku dokdzatelnd
v T. Specidlne, neexistuje algoritmus schopny rozhodnit otdzku dokdzatelnosti senten-
cie op(m) v T pre kazdy vstup (m,n) € N x N.

Church tiez dokézal, Ze neexistuje algoritmus, ktory by dokézal rozhodnut, ¢ je danéd
sentencia v jazyku prvého radu L s aspon jednym binarnym alebo relacnym symbolom
alebo s aspon dvoma unarnymi opera¢nymi symbolmi ,,tautolégia prvého radu“, t.j. ¢i je
splnend v kazdej L-Struktire (alebo, ¢o je to isté, ¢i je dokazatelna iba z logickych axiém).
To znamena, ze Logika prvého radu sa zasadne lisi od Vyrokového poctu, v ktorom sua
tautolégie efektivne rozpoznatelné algoritmom tabuliek pravdivostnych hodnot.

Zatial ¢o Tarského veta kladie urcité obmedzenia na to, ¢o mozno vyjadrit formal-
nymi jazykmi, Churchova-Turingova veta vymedzuje hranice toho, ¢o mozno vypoci-
tat s pouzitim akéhokolvek mechanického alebo elektronického zariadenia alebo efek-
tivne rozhodnat prostrednictvom akejkolvek algoritmickej vypoctovej procedary. No obe,
samozrejme, spolu s Godelovymi vetami o netplnosti vyvolavaju rad otdzok o vztahu
pocitacov, ludskych mozgov a Iudskej mysle alebo ducha.

5.8 Goodsteinove postupnosti:
Priklad pravdivého aritmetického tvrdenia nedokazatelného v PA

MozZno namietat, ze pravdivé aritmetické tvrdenia nedokazatelné v PA, ktoré zostrojili
Godel a Rosser, ako napr. ¢4(g), ¢r(r), Cons(PA) (bez ohladu na to, ktort moznost
si vyberieme), si zna¢ne umelé a nemaji ,skutony“ matematicky obsah a zmysel.
Mozno vsak uviest viacero zndmych aritmetickych viet kombinatorického ¢i ¢iselne teo-
retického charakteru, ktoré st napriek tomu nedokéazatelné v PA. Tie spravidla zaroven
ilustruja fenomén w-netuplnosti. Priklady univerzalne kvantifikovanych tvrdeni tvaru
(V)1 (x) nedokazatelnych v PA, no splnenych v (N;+,-,0,1) v tom zmysle, Ze vSetky
jednotlivé instancie ¥(m) pre m € N st dokonca dokazatelné v PA, poskytuju napr.
Parisovo-Harringtonovo zosilnenie Ramseyho vety alebo Goodsteinove postupnosti. Oba
vysledky st v skutoc¢nosti ekvivalentné s bezospornostou Peanovej aritmetiky. Stru¢ne
si vysvetlime povahu druhého z tychto vysledkov.

Ak je dané prirodzené ¢islo b > 2, tak dediény rozvoj pri zdklade b TubovoIného
prirodzeného cisla m dostaneme z jeho obvyklého rozvoja pri zaklade b rozvojom vset-
kych jeho exponentov pri zédklade b, naslednym rozvojom exponentov tychto exponentov
pri zédklade b, a opakovanim tohto postupu tak dlho, az pokym vsetky cisla vicsie nez
b nie st eliminované z prislusného vyrazu. Napriklad dedi¢ny rozvoj pri zaklade 2 cisla
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m = 357 vyzera takto:
357 =25 +20 420 122 4 1 =2% 1 2242 4 9P 4
— 927! + 92°+2 + 92°F1 + 92°+1 +1
Jeho dedi¢ny rozvoj pri zdkade 3 je
357=3°+3"+3%4+2.3=3%"2 1 3% 1351 2.3
Podobne, dedi¢ny rozvoj pri zéklade 2 ¢isla m = 1000 je
1000 = 2% + 2% 427 + 20 + 2° 4 23
— 92°+1 + 92° + 92°+2+1 + 92°+2 + 92°+1 4+ 92+l
— 927" + 92°F1 + 92°+2+1 + 92°+2 + 92°+1 4+ 92+l
Na druhej strane, jeho dedi¢ny rozvoj pri zdklade 5 sa zhoduje s jeho jednoduchym

rozvojom pri tomto zaklade:
1000 = 5* + 3 -5

Pre IubovoIné prirodzené ¢islo m zostrojime Goodsteinovu postupnost prirodzenych

Cisel
G(m,0),G(m,1),G(m,2),...,G(m,n),G(m,n+1),...

prislichajicu k prirodzenému ¢islu m, ktora zacéina ¢islom G(m,0) = m a po dosiahnuti
¢isla G(m, n), pokracuje takto: Ak G(m,n) > 0, tak nasledujuci ¢len G(m, n+1) ziskame
z dedi¢ného rozvoja pri zdklade n 4 2 ¢éisla G(m, n) nahradenim kazdého vyskytu ¢isla
n+2 ¢islom n+ 3 a odpocitanim 1 od vysledku; ak G(m,n) = 0, tak aj G(m,n+1) = 0.
Napriklad pre m = 29 dostavame:

G(m,0) =2*+25 12241 =22 422+l 4 92

G(m,1)=3% £33+ 135 411 =35 + 331 4 33 = 7625597485095

G(m,2) =4% 4% 4144 —1 =44 441 1 3.4313.42 43443~ 1341052
G(m,3) =5 +51 +3.534+3.5243.54+3—1

=5 45511 1 3.5% 4 3.52+3.542~ 102200
G(m,4) =6 +6511 +3.65+3.-62+3-6+2—1

:666_{_664—1_}_3.63_}_3.62_}_3'6_}_1N1036305
Gm,5) =7 +7 +3.734+3.7243. 7411

=77 47 437372 3.7 ~ 1009000

Uvedené vypocty naznacuji, ze Goodsteinove postupnosti {G(m,n)}>2, velmi rychlo
rastu pre kazdé m, a nielen pre jednotlivii hodnotu m = 29. Preto nasledujtci vysledok
R.L. Goodsteina z r. 1944 je znacne prekvapivy a neocakavany.
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5.8.1 Goodsteinova veta. Pre kaZdé prirodzené cislo m existuje prirodzené cislo n
také, ze G(m,n) = 0.

V skutocnosti pre m < 3 postupnost {G(m,n)}>2, nadobudne hodnotu 0 velmi
rychlo. Ciatatel si Tahko overi, ze G(0,n) = 0 pre kazdé n, G(1,0) = 1, G(1,n) = 0 pre
n>1,G(2,0)=G(2,1)=2,G(2,2) =1aG(2,n) =0 pre n > 3. Pre m = 3 mame

G(3,00=3=2+1 GB,1)=3+1-1=3 G(3,2)=4-1=3
G(3,3)=3-1=2 G@B,4)=2-1=1 G(3,5)=0=G(3,n) pre n > 5
Pre m = 4 méa prvé n, pre ktoré G(4,n) = 0, nesmierne velku hodnotu 3- (2402 653211 _ 1).

Formalne vyuziva dokaz Goodsteinovej vety transfinitni indukciu cez spodéitatelni
dobre usporiadantt mnozinu vSetkych ordinadlnych ¢isel mensich nez ordindl

W'

60=w“’

t.j. prvy ordinél «, ktory spliia podmienku w® = a.. No zékladnt myslienku tohto dékazu
mozno vysvetlit jednoducho. Spociva v dominovani kazdej postupnosti {G(m,n)}o2
pri pevnom m postupnostou {I'(m,n)}>° , ordindlnych ¢isel I'(m, n) < gq takou, Ze pre
kazdé n plati G(m,n) < I'(m,n) a I'(m,n) > I'(m,n+1) vzdy, ked I"(m,n) > 0. Kedze
mnozina vSetkych ordindlov < ¢ je dobre usporiadané relaciou <, nemoze obsahovat
ziadnu nekoneénu ostro klesajicu postupnost. Preto kazda z postupnosti {I(m,n)}o2
sa musi nakoniec ustalif na hodnote I'(m,n) = 0 pre nejaké n. Potom tiez G(m,n) = 0.

Ordindlne ¢islo I'(m,n) dostaneme nahradenim kazdého vyskytu termu n + 2 v de-
diénom rozvoji pri zdklade n + 2 ¢éisla G(m, n) ordindlom w. V pripade m = 29 méame

G(m,0) = 2% 422+ 192 1 1 < " + T 4w + 1 = I'(m,0)

G(m,1) = 33" 33+ 4 33 < " 4wt 4w = (m, 1)

G(m,2) = 44" 44414 3.434 3424 3443 < w*” +w* 14303 4+3-w2+3-w+3 = I'(m, 2)

G(m,3) =55 +55+143.534+3.5243.5+2 < w*" 4w +3.0343-w2+3-w+2 = I'(m, 3)

G(m,4) = 65 +65+143.6343.6243-6+1 < w*” +w* 1 +3-w34+3-w2+3-w+1 = I'(mn, 4)

G(m,5) =77 +7143.7343.7243.7 < w*” + w1 43w +3-w2+3-w = I'(m, 5)
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Postupnost ordinalov
I'(m,0) = w*" + w4 wv 41
> D(m,1) = w?" + w4 v
>I(m,2) =w +w+3-w3+3- w2 +3 -w+3
>I(m,3) =w? +w +3.w3+3-w?+3-w+2

>T(m,4) =w? +wt +3.0w3+3-w?+3-w+l

>T(m,5) =w? 4wt +3.-w?+3.w?+3-w
> ...

vSak nemoze klesat naveky, takze sa musi napokon ustalit na hodnote I'(m,n) = 0 pre
nejaké gigantické, nepredstavitelne velké n. Pre toto n je tiez G(m,n) = 0.

Ako ukéazali L. Kirby a J. Paris v r. 1982, Goodsteinovu vetu nemozno dokézat iba
prostriedkami samotnej Peanovej arithmetiky.

5.8.2 Kirbyho-Parisova veta. V PA mozno dokdzat, Ze z Goodsteinovej vety vy-
plyva prehldsenie o bezospornosti Cons(PA). V ddsledku toho, ak PA je bezospornd, tak
Goodsteinova veta nie je dokdzatelnd v PA.

Na druhej strane, pre jednotlivé m € N su existen¢éné tvrdenia (Iy)(G(m,y) = 0)
dokazatelné v PA. Vieme to, hoci uz pre pomerne malé hodnoty m nielen Ze nepozname
presné hodnoty prislusnych y = n, ale ani nedisponujeme ziadnym explictnym doka-
zom tychto tvrdeni v PA. Vieme len, ze primitivne vypocty krok za krokom musia
nakoniec priniest potrebny vysledok. Taky vypocet sa vSak nemusi skoncit, nielen v ¢ase
existencie Tudského druhu, no ani celého vesmiru. Zaroven si na ilustraciu fenoménu
w-neuplnosti spominaného v suvislosti s Fefermanovou konstrukciou treba uvedomit,
Ze je nemozné extrahovat z tychto jednotlivych dokazov-vypoctov akikolvek vSeobecnii
spolo¢nu myslienku, na zéklade ktorej by sa z nich dal zostavit jednotny dokaz univer-
zélno-existenéného tvrdenia (Vz)(Jy)(G(z,y) = 0) v PA.

5.9 Filozofické dosledky
Témy na esej

Existuje rozsiahla literatira zaoberajica sa matematickymi, filozofickymi, metafyzic-
kymi a dal$imi mimomatematickymi désledkami Godelovych viet a netiplnosti a niekto-
rych podobnych vysledkov. Obmedzime sa len na stru¢ny zoznam niektorych tradi¢ne
vyvodzovanych zaverov:

(1) Ludské poznanie je nevyhnutne neiplné a my si nikdy nemézeme byt isti, Ze neob-
sahuje protirecenia.

(2) Ludské poznanie nemozno zredukovat na ziaden formalny systém. Uvedomiac si
javy neuplnosti vlastné takym systémom, mozeme prekonat ich obmedzenia.

(3) Pocitacde mozu pocitat a dokazovat vzdy len v rdmci uré¢itého formalneho systému.
No Tudia st schopni pochopit a odhalit aj pravdy nedokazatelné v ramci akéhokolvek
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formalneho systému. V désledku toho Tudsky mozog — napriek tomu, ze vzhladom
na niektoré parametre (ako napr. rychlost vypoctu) daleko zaostéava za pocitac¢mi
— stéle disponuje urcitymi schopnostami, ktoré ho ¢inia nadradenym akémukolvek
pocitacu.

Je extrémne zaujimavé zozndmit sa s niektorymi Goédelovymi myslienkami na uve-
dené témy. Godel totiz Siel o krok dalej za (3). Podla neho sa vSetci asi zhodneme na
tom, Ze pocita¢e mozu pocitat a dokazovat vyluéne v ramci nejakého vopred daného
formalneho systému. Podobne aj ¢innost Tudkého mozgu mozno v zésade simulovat ne-
jakym pocitacom (i ked takymi pocita¢mi zatial nedisponujeme). No Tudské bytosti st
schopné nazerat a zmocnit sa aj uréitych pravd nedokézateInych v ramci akéhokolvek
formalneho systému. Z toho vyplyva, ze Tudskd mysel, ludsky intelekt ¢ Iudsky duch,
akokolvek to nazveme, je obdareny nielen schopnostami, ktoré ho ¢inia nadradenym aké-
mukolvek pocitacu, ale tiez urcéitymi schopnostami, ktoré nemozno vysvetlit ako pthe
prejavy fungovania Iudského mozgu.®

Skuste sa zamyslief nad uvedenymi zavermi a nézormi. Do akej miery suhlasite ¢
nesuhlasite s kazdym z nich a preco? Do akej miery mozno uvedené zavery zdovodnit
vysledkami o netplnosti, ktorymi sme sa zaoberali? Rozdiskutujte tieto otazky a skuste
ich upresnit a nakoniec sa dopracovat k formuléciam, s ktorymi by ste mohli sihlasit.
Do akej miery vyplyvaja Vase zavery z vysledkov Godela, Rossera, Tarského, Churcha a
Turinga? Skuste tieto otazky zasadit do kontextu najnovsieho burlivého rozvoja v oblasti
umelej inteligencie.

5Volne citované podla Hao Wang [1996].
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6 PODSTRUKTURY A HOMOMORFIZMY

Touto kapitolou zaciname ¢ast venovanu tedrii modelov. Z rozsiahleho materidlu, ktory
zahfna tato matematicka disciplina, sa obmedzime iba na mali ukazku jej zakladnych
pojmov a metéd, zovSeobecnujucich rad vysledkov, s ktorymi sa ¢itatel pravdepodobne
uz mal moznost zoznamit v kurze algebry. I ked tedriu modelov mozno v istom zmysle
chéapaf ako ,,metamatematiku algebry“, nas pristup bude — na rozdiel od predoslych troch
kapitol — vd¢Smi matematicky nez metamatematicky. To sa okrem iného prejavi v tom, ze
dokazy stanovenych vysledkov budeme vacsinou uvadzat pod obvyklym nézvom , dékaz
namiesto doteraz pouzivaného nazvu ,demonstracia“.

V celej kapitole L = (F, R,v) oznacuje nejaky pevne zvoleny, no inak lubovolny
jazyk prvého radu, pricom jeho konstantné symboly chapame ako nularne funkcionalne
symboly. Pokial nebude hrozit nedorozumenie alebo vyslovne nepovieme inak, tak pod
pojmom ,Struktura“, pripadne ,Struktira prvého radu®, budeme rozumiet Struktdaru
jazyka L a ,tedriou“ resp. ,tedriou prvého radu“ budeme rozumiet teériu v jazyku L.
Podobne budeme pod slovami ako ,term* alebo ,formula“ rozumiet term resp. formulu
jazyka L.

6.1 Podstruktury

Nech A= (4;...), B=(B; ...) st dve struktury prvého radu. Hovorime, ze Strukttra
B je podstruktirou Struktury A, oznacenie B C A, ak B C A a pre Iubovolny n-arny
funkcionalny symbol f € F resp. rela¢ny symbol r € R a vSetky by,...,b, € B plati

fBby, ... b)) = fAb, ... b)
(bi,....,bp) €78 = (by,...,by) €™

Inak povedané, fB = fA[B™ arB = rANB". Specilne pre konstantny symbol f € F to
znamens, ze fB = fA. Hovorime tiez, Ze Struktira A je nadstruktirou alebo rozsirenim
Struktury B a piSeme A D B.
Vztah byt podstruktirou® je zrejme tranzitivny, ¢ize pre lubovolné struktary A, B,
C plati
ACBABCC = ACC

Zékladnd mnozina B podstruktiury B C A musi byt uzavretd vzhladom na vSetky
operacie v nadstrukture A. Teda pre kazdy n-arny funkcionalny symbol f € F a vSetky
bi,...,b, € Bplati fA(by,...,b,) € B. Specilne, f* € B pre kazdy konstantny symbol
ferF.

Naopak, kazda neprazdna podmnozina M C A zdkladnej mnoziny Struktary A, ktora
je uzavretd vzhladom na vSetky operacie Strukttury A, uz jednoznacne urcuje podstruk-

turu M = (M; .. .) struktary A s nosi¢om M. Operécie a relacie v .M st potom korektne
definované jedinym moznym sposobom:
M= A e

rM =AM
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pre kazdy n-arny operacny resp. relacny symbol f € F',r € R. Uvedené rovnosti vyjadru-
jeme slovnym obratom, Ze operacie a relacie Struktary M sa zdedené zo Struktary A.
Toto pozorovanie ndm poskytuje ist volnost vo vyjadrovani: pod pojmom podstruktiry
Struktiury A mozeme podla okolnosti rozumief niekedy Struktiaru M taka, ze M C A,
inokedy zas neprazdnu podmnozinu M C A uzavreti vzhladom na operacie v A (pri-
slusnd struktura M = (M; ...) mé potom operacie a relacie zdedené z A).

6.1.1 Priklad. Vektorové priestory nad danym polom F' mozno chapat ako Struktiry
(V; Fu {+}) jazyka prvého radu s binadrnou operaciou sc¢itania 4, unarnymi operaci-
ami nasobenia skalarmi f € F' a bez rela¢nych symbolov (pozri Priklad 4.3.3). Potom
podstruktary vektorového priestoru (V; Fu {—i—}) su prave vsetky jeho linedrne pod-
priestory.

6.1.2 Uloha. Nech A, B s strukttry prvého radu, pricom A C B, t(z1,...,7,) je term
a ¢(x1,...,x,) je atomickd formula. Potom pre vSetky by, ...,b, € B plati

tA(by,...,by) € B
BE @by, ....,b,) & AEpby,... by)

Dokazte.

Upozornenie. Citatel s istymi znalostami z tedrie grafov by si mal uvedomit, ze pojem
podstruktiry zodpoveda pojmu indukovaného podgrafu daného grafu G = (V; E), a nie
pojmu jeho ITubovolného podgrafu.

Vlastnosti podstruktar vykazuja istu citlivost vodi jazyku. Nasledujica tloha ukazuje,
¢o tym mame na mysli.

6.1.3 Uloha. Uz sme spominali tri mozné definicie griup ako struktur (G; -), (G; -, e),
resp. (G; -,e, 71) v rozne bohatych jazykoch.

(a) N4ajdite niekolko prikladov grap G = (G; ), resp. G = (G; -, e) a ich podstruktur,
ktoré samy nie st grupy. Na zaklade toho si uvedomte, ze, v oboch tjchto jazykoch,
podstruktira grupy nemusi byt jej podgrupou.

(b) Dokéazte, ze kazda podstruktira grupy G = (G; €, _1) je isama grupou. V tomto
pripade ju teda mozno opravnene nazyvat podgrupou danej grupy.

V suvislosti s podstruktirami grap, ktoré nie st podgrupami, sa vynara vseobecna
otazka, ktoré vlastnosti danej struktiury, vyjadrené formulami prvého radu, sa prenasaju
na jej podstruktury, pripadne na jej rozsirenia. Isté triedy takychto fomil mozeme opisat
pomerne Tahko.

Hovorime, ze formula ¢ je otvorend, ak neobsahuje nijaké kvantifikdtory. Hovorime,
ze ¢ je univerzdlna formula, ak ¢ ma tvar (Vaq,...,z,)1, kde ¢ je otvorena formula.
Podobne hovorime, Ze ¢ je ezistencnd formula, ak ¢ mé tvar (3z1,...,x,)1, kde 9 je
otvorend formula. Zrejme negacia univerzalnej (existen¢nej) formuly je logicky ekviva-
lentna s existen¢nou (univerzalnou) formulou.
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6.1.4 Tvrdenie. Nech A, B su Struktury prvého radu a B C A.
(a) Ak @(x1,...,z,) je otvorend formula, tak pre vsetky by, ..., b, € B plati

BE p(b,....bn) < AE@(by,...,by)

(b) Ak p(z1,...,x,) je univerzdlna formula, tak pre vsetky by, ..., b, € B plati
AE oy, .. by) = BEo(bi,... b

(c) Ak o(z1,...,x,) je existencnd formula, tak pre vsetky by, ..., b, € B plati
BEo(bi,....by) = AEo(br,... by

Dokaz. (a) Tvrdenie mozno jednoducho dokazat indukciou podla zloZitosti vzhladom na
logické spojky — a (napriklad) A. Pre atomicki formulu ¢ sa sta¢i odvolat na Ulohu 6.1.2.
Indukéné kroky pre — a A prenechédvame citatelovi.

(b) Univerzalna formula ¢ ma tvar (Yy1,...,Ym)0(T1, -, Tn, Y1, -- -, Ym) Pre nejaki
otvorenu formulu t. Podmienka A F ¢(by,...,b,) znamena, ze

(Vai,...,am € A)(AEY(b1,...,by,a1,...,an))
Kedze B C A, tak tym skor
(Vai,...,am € B)(AE (b1,... by, a1,...,am))
Potrebny zaver vyplyva z (a).
(¢) mozno dokézat analogicky ako (b), alebo odvodit z (b) s vyuzitim faktu, ze kazd4
existencna formula je logicky ekvivalentna s negaciou univerzalnej.

6.1.5 Dosledok. Nech A, B siu struktiry prvého radu a B C A.
(a) Ak ¢ je uzavretd univerzalna formula, tak z AF ¢ vypljva B F .
(b) Ak ¢ je uzavretd existencnd formula, tak z B FE ¢ vyplyva A F .

Inak povedané, univerzalne vlastnosti sa prenasaji na podstruktiry a existencné
vlastnosti sa prenasaji na nadstruktary. Z toho naopak vyplyva, ze vlastnosti, ktoré
sa neprenasaju na podstruktiry (nadstruktiry), nemozno vyjadrif univerzalnymi (exis-
tenénymi) formulami. V nasledujicej tlohe si predvedieme niekolko vyuziti tohto po-
znatku.

6.1.6 Uloha. (a) Pomocou formuly v jazyku, ktorého jedinym $pecifickym symbolom
je znak binarnej operacie -, vyjadrite podmienku existencie neutralneho prvku tejto
operacie. Dokazte, ze tato podmienka sa nedd vyjadrit ani univerzalnou ani existenénou
formulou v tomto jazyku.

(b) Pomocou formuly v jazyku, ktorého jedinymi Specifickymi symbolmi st znak
binarnej operacie - a konstantny sybol e vyjadrite univerzalnou formulou podmienku,
Ze e je neutrdlny prvok tejto operéacie. Dokazte, Ze tato podmienka sa neda vyjadrit
existencnou formulou.

(c) V rovnakom jazyku ako v (b) (a za podmienky, Ze e plni tlohu neutralneho
prvku operacie -) vyjadrite podmienku existencie inverzného prvku tejto operacie k Tubo-
volnému prvku. Dokazte, Ze tato podmienka sa neda vyjadrif ani univerzdlnou ani exis-
tencnou formulou v tomto jazyku.

(d) N4jdite samostatne dalsie priklady vlastnosti, ktoré sa nedaju vyjadrit univerzal-
nymi resp. existencnymi formulami istého jazyka.
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6.1.7 Uloha. Uvazujme pole vietkych realnych ¢isel ako struktaru (R; +,-,0,1).

(a) Najdite priklady podstruktir tejto Struktiry, ktoré si okruhmi, no nie s polami.
Najdite tiez priklady jej podstruktir, ktoré nie st ani okruhmi.

(b) Ako vyzera vobec najmensie podpole pola (R; +,-,0,1) a ako vyzerd jeho naj-
mensie podpole, ktoré obsahuje vSetky celé ¢isla? Ako vyzerd najmensie podpole pola
(R; +,-,0,1), ktoré obsahuje &islo v/2, pripadne &islo 3\/5, resp. &slo 7 ?

(c) Ako vyzera vobec najmensia podstruktara pola (R; +,-,0,1)7 Je to pole (okruh)?

V tejto suvislosti sa prirodzene vynaraju otazky, ¢i mozno vsetky vlastnosti, ktoré
sa prenasaju na podstruktiry (nadstruktiry), vyjadrif pomocou univerzilnych (existen-
¢nych) formual. A priori sa totiz neda vylacit, Ze by sa takto mohli prenasat aj niektoré
vlastnosti vyjadrené formulami iného syntaktického tvaru. Prezradime uz vopred, zZe
odpoved na obe uvedené otézky je kladné, no na dokazy tychto vysledkov si budeme
musiet eSte nejaka chvilu pockat.

6.2 Homomorfizmy

Homomorfizmom (zo) struktary A = (A; ...) do struktary B = (B; ...) nazyvame
zobrazenie h: A — B také, Ze pre lubovolny n-drny funkcionalny symbol f € F resp.
relacny symbol r € R a vSetky aq,...,a, € A plati

h(fA(al, . an)) = fB(h(a1),..., h(an))

(a1,...,a,) € = (h(a1),...,h(ay)) € rP

Specidlne pre konstanty symbol f € F to znamena, Ze h( f A) = fB. Skutocnost, Ze zob-
razenie h: A — B je homomorfizmom z A do B symbolicky zapisujeme v tvare h: A — B
resp. h: (4;...) — (B; ...). Jednoducho povedané, homomorfizmy st zobrazenia medzi
Strukturami, ktoré zachovavaju ich zékladné operacie (vratane nularnych) a relacie.

6.2.1 Uloha. Nech h: A — B je homomorfizmus, t(z1,...,2,) je term a @(z1,...,2,)
je atomicka formula. Potom pre vsetky aq,...,a, € A plati

B(EA @1, an)) = 5((a), ., h(an)
AEp(ay,...,a,) = BEp(h(ay),...,h(b,))

Dokazte.

Citatel sa uz zrejme stretol s homomorfizmami grip ¢ homomorfizmami okruhov.
Taktiez linedrne zobrazenia medzi vektorovymi priestormi nad danym polom F nie
st vlastne ni¢im inym ako homomorfizmami medzi struktdrami tvaru (V;F U {+})
s binadrnou operaciou s¢itania + a unarnymi operaciami nasobenia skalarmi f € F'.

Stoji za povsSimnutie, ze, na rozdiel od podstruktur, vykazuji homomorfizmy medzi
grupami zna¢nu nezavislost na jazyku. S vysvetlenim tohto faktu sa zozndmime eSte
v tomto paragrafe.
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6.2.2 Uloha. Nech (G; e, _1), (H; e, _1) su grupy a h: G — H je Iubovolmé zob-
razenie. Dokazte, ze nasledujuce podmienky st ekvivalentné:
(i) h je homomorfizmus (G; -,e,_l) — (H; -,e,_l);
(ii) h je homomorfizmus (G; -, e) — (H; -, e);
(iii) A je homomorfizmus (G; -) — (H; -).

Kompozicia homomorfizmov je op#t homomorfizmus. Dalej homomorfizmy zachova-
vaju podstruktary danych struktir ,oboma smermi“. Jednoduché dokazy tychto faktov
ponechéavame ako cvicenie ¢itatelovi.

6.2.3 Tvrdenie. Nech A, B, C su struktiry prvého ridu a h: A — B, g: B — C su
homomorfizmy. Potom aj zloZené zobrazenie g o h: A — C je homomorfizmus.

6.2.4 Tvrdenie. Nech A, B su $truktiry prvého radu a h: A — B je homomorfizmus.
(a) Ak M C A je podstruktira struktiry A, tak mnoZina

hiM]={h(a):a € M} C B
je podstrukturou struktiry B.
(b) Ak N C B je podstruktira Struktiry B, pricom mnoZina
h™i[N]={a€ A: h(a) e N} C A
je neprdzdna, tak h=1[N] je podstruktira struktiry A.

Kratko povedané, homomorfny obraz podstruktiry je podstruktira a homomorfny
vzor podstruktary, pokial je neprazdny, je tiez podstruktira. Uvedomme si, Zze v pri-
pade, ked jazyk L obsahuje aspoti jeden konstantny symbol, je podmienka h~1[N] # ()
automaticky splnend pre kazdt podstruktaru N sSruktury B.

Hovorime, ze Struktara B je homomorfnym obrazom struktary A, ak existuje sur-
jektivny homomorfizmus h: A — B. Zaujima néas, aké vlastnosti sa prendsaji na ho-
momorfné obrazy. Hovorime, ze formula ¢ je pozitivna, ak je vytvorena z atomickych
formil vyluéne pomocou logickych spojok A, V a kvantifikatorov V, 3.

6.2.5 Tvrdenie. Nech A, B su struktiry prvého radu a h: A — B je surjektivny homo-
morfizmus. Potom pre lubovolni pozitivnu formulu (x4, ..., x,) a vietky ay,...,a, € A
plati

AE p(ay,...,a,) = BE p(h(ar),...,h(ay))

Dokaz. Budeme postupovat indukciou podla zlozZitosti. Pre atomickt formulu ¢ sa staci
odvolat na Ulohu 6.2.1. Indukéné kroky vzhladom na obe logické spojky resp. oba kvan-
tifikatory vykoname naraz. Nech * oznacuje ktorukolvek z logickych spojok A, V a Q
oznacuje ktorykolvek z kvantifikdtorov V, 3 (tak v jazyku L ako aj v prirodzenom
jazyku).

Predpokladajme, Ze dokazovana implikacia plati pre kazda z formal ¢(zq,...,x,),
Y(x1,...,Ty,), a zvolme lubovolné ay,...,a, € A. Potom podmienka

AE (px)(ay,...,a,)

je ekvivalentna s podmienkou
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AEp(ay,...,a,) * AEY(ar,...,an)
Z toho podla indukéného predpokladu vyplyva
BE Qo(h(al)u cey h(an)) * BF r‘vb(h(al)u cey h(an))

¢o je ekvivalentné s podmienkou
BE (px1)(h(ar),...,h(an))

Predpokladajme, Ze uvedend implikacia plati pre formulu ¢(z,z1,...,z,), a zvolme
lubovolné ay,...,a, € A. Potom podmienka

AE(Qx)p(x,a,...,a,)
je ekvivalentna s podmienkou
(Qa e A)(AF p(a,a1,...,a,))
Z toho podla indukéného predpokladu vyplyva

(Qa € A)(BE p(h(a), h(ar), ..., h(an)))
Z uvedenej podmienky vyplyva

(Qb € B) (B Fo(b, h(ar),. .., h(an)))
Pre existen¢ny kvantifikdtor 3 je to zrejmé: staci polozit b = h(a). Analogicky zaver pre
univerzalny kvantifikdtor V plati vdaka surjektivnosti zobrazenia h: kazdé b € B ma
totiz tvar b = h(a) pre nejaké a € A. V oboch pripadoch tak dostavame

BE (Qx)p(xz, h(ay),...,hay))

6.2.6 Dosledok. Nech struktira B je homomorfngm obrazom Struktury A. Potom pre
lubovolni uzavretid pozitivnu formulu ¢ z AFE ¢ vypljva B E .

Inak povedané, pozitivne vlastnosti sa prenasaji na homomorfné obrazy.

Pri podrobnejsom pohlade na dokaz Tvrdenia 6.2.5 vyjde najavo, Ze podmienku sur-
jektivnosti zobrazenia ¢ sme pouzili iba v indukénom kroku pre univerzalny kvantifikéa-
tor. Tym sme vlastne zaroven dokazali nasledujuci vysledok.

6.2.7 Tvrdenie. Nech A, B su Struktiry prvého radu a h: A — B je homomorfizmus.
Potom pre lubovolni ezistencni pozitivnu formulu ¢(z1, ..., x,) a vSetky ay,...,a, € A
plati

AE p(ay,...,a,) = BE p(h(ar),...,h(ay))

6.2.8 Uloha. Uvazujme o grupach ako o $truktirach (G; -) v jazyku s jedingym binr-
nym operacnym symbolom -. Vyjadrite formulami tohto jazyka vlastnost e(u): ,u je
neutralny prvok operécie - ¢, resp. vztah «(x, y): y je inverzny prvok k prvku x vzhladom
na operaciu - “. Presved¢te sa, ze £(u) aj ¢(x,y) st (univerzélne) pozitivne formuly. Staci
samotny tento fakt na vysvetlenie implikécie (iii) = (i) z Ulohy 6.2.27 Za akych okolnosti
ano a za akych nie? Premyslite si, ako mozno v nagom pripade ,zachranit situaciu®.

Z Tvrdenia 6.2.5 okrem iného vyplyva, ze vlastnosti, ktoré sa neprenasaji na homo-
morfné obrazy, nemozno vyjadrit pomocou pozitivnych formul.
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6.2.9 Uloha. Okruh (A; +,-,0) sa nazyva obor integrity, ak splia podmienku
Vz,y)(z-y=0= (r=0Vy=0)
Dokazte, ze vlastnost okruhov byt oborom integrity* nemozno vyjadrit pozitivnou for-

mulou. Najdite dalsie priklady vlastnosti Struktir prvého radu, ktoré nemozno vyjadrit
pozitivnymi formulami.

Neskoér uvidime, ze aj naopak, vlastnosti prvého radu, ktoré sa prenasaju na homo-
morfné, obrazy, mozno vyjadrif pomocou pozitivnych forml.

Formula ¢ sa nazyva negativna, ak je negaciou pozitivnej formuly. Dékazy nasledu-
jucich vysledkov o spitnom prenose negativnych vlastnosti z homomorfnych obrazov na
povodni Strukttru prenechéavame ako cvicenie ¢itatelovi.

6.2.10 Tvrdenie. Nech A, B su Struktiry prvého rddu a h: A — B je surjektivny
homomorfizmus. Potom pre lubovolni negativnuu formulu ¢(x1, ..., x,) a vietky proky
ai,...,an € A plati

BE o(h(ar),...,h(a,)) = AFE@(al,...,a,)

Ak ¢ je navyse uzavretd, tak z B E ¢ vyplyva AF .

6.2.11 Tvrdenie. Nech A, B su struktury prvého rddu a h: A — B je homomorfiz-
mus. Potom pre lubovolni univerzdlnu negativnu formulu ¢(x1,...,x,) a vsetky proky
ai,...,an € A plati

BE p(h(ay),...,h(an)) = AEp(a1,...,an)

Ak ¢ je navyse uzavretd, tak z B E ¢ vyplgva A F ¢.

6.3 Izomorfizmy a vnorenia

Homomorfizmus h: A — B sa nazyva izomorfizmus, ak h je bijektivne zobrazenie a aj

k nemu inverzné zobrazenie h~!: B — A je homomorfizmus h=1: B — A. Fakt, Ze h je

izomorfizmus $truktary A4 na Struktaru B znaéime h: A = B. Hovorime, Ze Struktiry

A, B st izomorfné, ak existuje asponi jeden izomorfizmus h: A = B; piseme A = B.
Nasledujtiice pozorovanie je oc¢ividné.

6.3.1 Tvrdenie. Nech A, B, C su struktiry prvého radu.

(a) Identické zobrazenie Ida: A — A je izomorfizmus Ida: A= A.

(b) Ak h: A = B je izomorfizmus, tak aj k nemu inverzné zobrazenie h=1: B — A je
izomorfiznus.

(c) Ak h: A= B, g: B> C st izomorfimy, tak aj zloZené zobrazenie go h: A = C je
izomorfizmus.

V désledku toho pre Iubovolné struktury A, B, C plati

A=A
A=2B = Bx=A
A2BAB=C = A=C
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¢ize vztah izomorfnosti je reflexivny, symetricky a tranzitivny; jednym slovom, je to vztah
ekvivalencie na triede vSetkych struktar jazyka L.

Citatel by si mal uvedomit, ze kazdy izomorfizmus je sice bijektivny homomorfizmus,
no nie kazdy bijektivny homomorfizmus je izomorfizmus.

6.3.2 Priklad. Nech jazyk L obsahuje jediny Specificky symbol — unarny predikatovy
symbol P. Nech dalej A; = (A; P1), Ay = (A4; Py) st dve Struktary jazyka L s tou istou
zékladnou mnozinou A a podmnoziny P;, P, C A sltzia ako interpretacie symbola P
v struktare A; resp. As. Potom identické zobrazenie Id4: A — A je urcite bijektivne.
Homomorfizmus Id4: A; — As je to zrejme prave vtedy, ked Py C P,, a izomorfizmus
Ida: A1 5 A, je to prave vtedy, ked P, = P». Ak teda P; je vlastnou podmnozinou P,
tak Id4: A; — As je prikladom bijektivnho homomorfizmu, ktory nie je izomorfizmom.

Za urcitych dodato¢nych podmienok je vSak uz kazdy bijektivny homomorfizmus na-
oza] izomorfizmom.

6.3.3 Tvrdenie. Predpokladajme, Ze jazyk L neobsahuje Ziadne relacné symboly. Potom
kazdy bijektivny homomorfizmus h: A — B medzi struktirami jazyka L je izomorfizmus.

Dokaz. Nech h: A — B je bijektivny homomorfizmus. Sta¢i overit, ze pre kazdy n-arny
operac¢ny symbol f € F' a vsetky by,...,b, € B plati

R (B b1y b)) = FAATH (b)), .. R (DY)

Oznacéme a; = h=1(b;) pre 1 < i < n; potom b; = h(a;). Dalej, kedZe h je homomorfizmus
ah™loh=1Idyu,

W (fB(be, ... b)) = R (fB(M(ar), ..., h(ayn)))
= (h_l o h) (fA(al, cee an))
= fART (1), ..., A (b))

6.3.4 Doésledok. Nech A, B su struktiry prvého rddu. Potom zobrazenie h: A — B je
izomorfizmus h: A = B prdve vtedy, ked je bijektivne a pre kazdyj n-drny funkciondiny
symbol f € F resp. relacny symbol r € R a véetky a1,...,a, € A plati

h(fA(ar, ... an)) = fP(h(ar),. .., ham))

(a1,...,an) € < (h(ar),..., h(ay)) €rB

Zobrazenie h: A — B medzi zdkladnymi mnozinami struktar A, B nazyvame vnore-
nim Struktary A do struktary B, ak h je izomorfizmom Struktary A4 na podstruktiaru
h[A] struktary B. V tom pripade piSeme h: A — B.

Zakladnym a najjednoduchsim prikladom vnorenia je vnorenie podstruktury B C A
do struktiry A prostrednictvom identického zobrazenia Idg: B < A. Taktiez je zrejmé,
ze kompozicia vnoreni h: A — B, g: B — C je sama vnorenim go h: A < C.

Z predoslého Dosledku 6.3.4 okamzite vyplyva nasledujica podrobnejsia charakteri-
zéacia vnoreni.
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6.3.5 Tvrdenie. Nech A, B su struktiry prvého rddu. Potom zobrazenie h: A — B
je vnorenim h: A — B prave vtedy, ked je injektivne a pre kaZdy n-drny funkciondlny
symbol f € F resp. relacny symbol r € R a véetky a1,...,a, € A plati

h(fA(ar, ... an)) = fP(h(ar), ..., ham))

(a1,...,an) € < (h(ar),..., h(ay)) € rB

Z toho vyplyva, ze ak jazyk L neobsahuje ziadne relacné symboly, tak kazdy injektivny
homomorfizmus je vnorenie.
Este si uvedomme, Ze i samotnd vlastnost injektivnosti zobrazenia h

a=b < h(a) = h(b)

pre vsetky a,b € A, nie je ni¢im inym ako podmienkou obojsmerného zachovavania
relacie rovnosti. Kym implikidcia = je trividlne splnend ,vzdy“, injektivnost je dana
prave obratenou implikaciou <.

6.3.6 Uloha. Nech A, B st §truktiry prvého radu. Dokazte, Ze zobrazenie h: A — B
je vnorenim h: A < B préave vtedy, ked pre lubovolni atomicka formulu ¢(zq, ..., x,)
a vsetky ai,...,a, € A plati

AEp(ay,...,a,) & BFE¢(h(ar),...,h(a,))

6.3.7 Tvrdenie. Nech (A; <), (B; <) st ¢iastocne usporiadané mnoZiny. Ak (A; <)
je linedrne usporiadand, tak kaZdy homomorfizmus h: (A; <) — (B; <) je zdrovern
vnorenim. Ak h je navyse surjektivny, tak je to izomorfizmus h: (A; <) = (B; <).

Doékaz. Nech h: (A; <) — (B; <) je homomorfizmus. Najprv ukdzeme, Ze h je injek-
tivne zobrazenie. Zvolme dva rozne prvky a,b € A. KedZe usporiadanie < mnozZiny
A je linedrne, plati a < b alebo b < a. V prvom pripade z toho dostavame h(a) <
h(b), v druhom h(b) < h(a), teda kazdopadne h(a) # h(b). Dalej treba overit, Ze pre
Tubobovolné a,b € A z podmienky h(a) < h(b) vyplyva a < b. Kedze h je injektivny,
z h(a) < h(b) vyplyva a # b. Potom a < b alebo b < a. Druhd moznost by vSak mala
za nasledok h(b) < h(a), ¢o je v spore s predpokladom h(a) < h(b). Z toho okamzite
vyplyva aj druhé cast tvrdenia.

6.3.8 Uloha. Sformulujte a dokéZte analogické tvrdenie pre homomorfizmy a vnorenia
Ciastocne usporiadanych mnozin s neostrym usporiadanim <.

6.3.9 Priklad. Nech (A4; <) je mnozina A = {0,1} x {0, 1} s ¢iastoénym usporiadanim
po zlozkach, cize

(a1,b1) < (az,b2) < a1 <az A by < by
pre (a1, b1), (az,b2) € A. Nech dalej (N; <) je mnozina vSetkych prirodzenych éisel s ob-
vyklym (linedrnym) usporiadanim. Zobrazenie h: A — B je dané predpisom

h(a,b) =2a+b



117

pre (a,b) € A (pozri obrazok).

o 4
(1, 1) h g
(1,0) 50 2 N; <)
(4; %) 5o 1
(0,1)
0,0) !

Na prvy pohlad je zrejmé, ze h: (A; <) — (N; <) je injektivny homomorfizmus, no nie je
to vnorenie. V (N; <) plati 2(0,1) =1 <2 = h(1,0), no v (4; <) neplati (0,1) < (1,0)
— prvky (0,1), (1,0) sa totiz neporovnatelné.

Z Désledku 6.1.5 okamzite vyplyva jeho nasledujice zovseobecnenie.
6.3.10 Tvrdenie. Nech A, B su struktury prvého rddu a h: A — B je vnorenie.

(a) Ak ¢ je uzavretd univerzdlna formula, tak z B F ¢ vyplyva AE .
(b) Ak ¢ je uzavretd ezistencnd formula, tak z AF ¢ vyplgva B FE .

6.3.11 Uloha. (a) Sformulujte (a ak pcifujete potrebu, tak aj dokazte) analogické zo-
vSeobecnenie Tvrdenia 6.1.4.
(b) Aké vlastnosti prvého radu sa prenasaju prostrednictvom izomorfizmov?

6.4 Elementarna ekvivalencia a elementarne podstruktary

Izomorfné L-Struktary A, B moZzno povazovat za ,iplne rovnaké* a v pripade potreby
ich pomocou prislusného izomorfizmu dokonca stotoznit. Na mnohé ucely teérie modelov
je vsak ekvivalencia izomorfnosti ,,prilis prisna“. Z istého hladiska mozno Struktury A,
B povazovat za ,rovnaké“ uz vtedy, ked maji rovnaké vlastnosti vyjadrené v jazyku L.

Hovorime, ze Struktury A, B st elementdrne ekvivalentné, oznacenie A = B, ak pre
kazdt uzavretu formulu ¢ plati

AFp < BEoy

OkamZite je zrejmé, ze vztah elementérnej ekvivalencie je reflexivny, symetricky a tran-
zitivny, t.j. pre Tubovolné struktury A, B, C plati

A=B
A=B = B= A
A=BANB=C = A=C
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teda je naozaj vztahom ekvivalencie na triede vsetkych Struktar jazyka L. Rovnako je
jasné, ze izomorfné Struktury st elementarne ekvivalentné, ¢ize

A2B = A=B

pre Tubovolné A, B. O existencii elementarne ekvivalentnych struktir, ktoré nie st izo-
morfné (napr. z déovodu réznych mohutnosti), sa budeme mot presvedcit zakratko.

6.4.1 Uloha. Nech aspon jedna zo struktir A, B je koneéni. Potom A = B préave
vtedy, ked A = B. Dokdzte. (Pomdcka: Najprv dokéazte, ze ak je napr. Struktura A
koneéna a |A| = n, tak z A = B vyplyva |B| = n. Dalej sktiste dokézat implikaciu
A =B = A = Bza dodatoéného predpokladu, Ze jazyk L ma len koneéne mnoho
Specifickych symbolov. Nakoniec skuste vSeobecny pripad previest na tato situaciu.)

Teoriou Struktiry A nazyvame mnozinu
Th(A) = {¢ € Form(L): ¢ je uzavretd a A F ¢}

vSetkych uzavretych formul jazyka L, ktoré platia v Strukture A. Zrejme pre lubovolné
struktury A, B plati
A=B & Th(A) = Th(B)

Kedze pre kazdu struktiru A je Th(A) Gplné tedria, pre Tubovolné strutary A, B su
nasledujtce tri podmienky ekvivalentné:

Th(A) = Th(B), Th(A) C Th(B), Th(A) D Th(B)

To vsak znamena, ze logickil ekvivalenciu v definicii elementarnej ekvivalencie mozno
nahradif ktoroukolvek z implikacii =, <.

6.4.2 Tvrdenie. Pre lubovolné struktiry A, B nasledujice podmienky su ekvivalené:
(i) A=B

(ii) pre kazdi uzavretd formulu ¢ plati AF ¢ = BE ¢

(iii) pre kaZdi uzavretd formulu ¢ plati BE ¢ = AFE .

K rovnakému zaveru mozno dospiet aj na zéklade skutoc¢nosti, Ze systém vsetkych
uzavretych formil jazyka L je uzavrety vzhladom na negaciu. Rozmyslite si ako.

Este tesnejsi vzfah podobnosti Struktar je vztah elementarnej podstrukttary. Hovo-
rime, Ze Struktura A je elementdrnou podstruktirou Struktury B, pripadne, Ze Struktira
B je elementarnym rozsirenim Struktury A, ak A C B a pre kaZdid formulu p(xq, ..., z,)
jazyka L a vSetky aq,...,a, € A plati

AEp(ay,...,a,) & BE(ay,...,a,)
Tento fakt zapisujeme symbolicky v tvare A < B, pripadne B > A. Rozmyslite si, ze

z podmienky A < B uz vyplyva A C B, teda kazda elementarna podstruktira struktary
B je naozaj jej podstruktarou.
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6.4.3 Uloha. Overte, Ze pre lubovolné struktary A, B, C plati

A< A
A<B == A=B
A<BAB<C = A<C
A<XCAB<CNACB = A<B

Kedze aj systém vSetkych L-formil je uzavrety vzhladom na negéciu, mozno i v defi-
nicii elementarnej podstruktiry nahradif logickti ekvivalenciu ktoroukolvek z implikacii
=, <.

6.4.4 Tvrdenie. Pre lubovolné struktiry A, B také, Ze A C B, nasledujice podmienky
st ekvivalené:

(i) A< B
(ii) pre lubovolni L-formulu ¢(x1,...,x,) a vsetky a1, ...,a, € A plati
AE p(ay,...,a,) = BE¢(a,...,a,)
(iii) pre lubovolnu L-formulu o(z1,...,x,) a vSetky aq,...,a, € A plati

BEg(ay,...,an) = AF ¢(ay,...,a,)

6.4.5 Priklad. Pole Q = (Q; +,-,0,1) vSetkych raciondlnych ¢isel je podstruktirou
pola R = (R; +,-,0,1) vSetkych redlnych ¢isel. Tieto polia vSak nie si elementérne
ekvivalentné. Kedze v Q neexistuje odmocnina z dvoch, mame

QF -Fx)(z-x=14+1)
zatial ¢o v/2 € R, teda

RE (Jx)(x-z=1+1)
Preto nemdze platit @ < R. Skuste analogicky zdovodnit, Ze pole R nie je elemen-
tarne ekvivalentné s polom (C; +,-,0,1) vSetkych komplexnych ¢isel, teda nemdze byt
jeho elementarnou podstruktiarou. Na druhej strane, ako dokazal Alfred Tarski v r. 1930,
pole (A; +,-,0,1) vSetkych algebraickych ¢isel (t.j. rieSeni polynomickych rovnic s racio-
nalnymi koeficientmi) je elementarnou podstruktirou pola (C; +,-,0,1). Podobne, pole
(ANR; +,-,0,1) vSetkych redlnych algebraickych ¢isel je elementédrnou podstruktirou
pola R. A kedZe mnoziny R aj C maji mohutnost kontinua, zatial ¢o mnoziny A N R
a A su spocitatelné, elementarne ekvivalentné polia (A; +,-,0,1) = (C; +,-,0,1), ani
(ANR; +,-,0,1) = (R; +,-,0,1) nemo6zu byt izomorfné.

Nasledujuci vysledok, znamy pod nazvom Tarského alebo tiez Tarského-Vaughtovo
kritérium, tak povediac lokalizuje otazku, ¢i A < B, vylu¢ne do ,,véi¢Sej“ z oboch Struktiar

B2 A.

6.4.6 Veta. Nech A, B su lubovolné struktiry, pricom A C B. Potom nasledujice
podmienky su ekvivalentne:
(i) A< B
(ii) Pre lubovolni formulu o(z,x1,...,x,) a vietky ai,...,a, € A plati:
(3be B)(BF p(b,ay,...,a,)) = (Fac A)(BE p(a,a1,...,a,))
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Podmienka (ii) vlastne hovori: ak mé tloha ,najdi x také, ze B F o(x,aq,...,a,)“
s parametrami aq,...,a, € A aspon jedno rieSenie b € B, tak tato iloha ma aj nejaké
rieSenie a € A.

Doékaz. (i) = (ii): Nech A < B. Predpokladajme, Ze ¢(z,x1,...,2,) je formula a pre
ai,...,a, € A plati (3b € B)(B F (b, aq,. ..,an)), ¢ize B E (3x)p(x,aq,...,a,).
Potom aj A F (3z)p(z,a1,...,a,), t.j. Ga € A)(AF ¢(a,a1,...,a,)). Pre také a
mame B F ¢(a,aq,...,a,), teda (3a € A)(BF ¢(a,a1,...,a,)).
(ii) = (i): Predpokladajme (ii). Indukciou podla zlozitosti dokdzeme, ze pre kazda
formulu p(x1,...,z,) a vietky ai,...,a, € A plati
AEp(a,...,a,) & BFEg(al,... a,)

Pre atomicku ¢ je to tak, lebo A C B. Indukéné kroky pre logické spojky — a A su
priamociare — prenechévame ich ¢itatelovi. TakZe sa obmedzime iba na indukény krok
pre existen¢ny kvantifikator J. Predpokladajme teda, Zze uvedena ekvivalencia plati pre

formulu ¢(x, zq,...,x,) a vSetky a,ay,...,a, € A. Potrebujeme overit jej platnost pre
formulu (3z)p(x, z1,...,x,) a vietky aq, ..., a, € A. Pre ne st nasledujice podmienky
ekvivalentné:

1 AE (Jx)o(z,a1,...,an)

(Ja € A)(AFE p(a,ai,...,a,))
(Ja € A)(B Fo(a,a,. ..,an))
(b e B)(B E cp(b,al,...,an))
5) BE (Elx)(p(xvalv"'van)
Na vysvetlenie dodavame, Ze ekvivalencie (1) < (2) a (4) < (5) vyplyvaju z definicie
spliiania formil v $trukttrach, ekvivalencia (2) < (3) je dosledkom indukéného pred-
pokladu, implikicia (3) = (4) je trividlna, zatial ¢o obratena implikicia (4) = (3) je
priamo podmienka (ii) dokazovanej Vety.

Zobrazenie h: A — B medzi zdkladnymi mnozinami struktar A, B nazyvame elemen-
tarnym vnorenim Struktury A do Struktary B, ak h je izomorfizmom sStruktary 4 na

elementdrnu podstruktiru h[A] struktiary B. V tom pripade piseme h: A = B.
Najjednoduchsim prikladom elementarneho vnorenia je vnorenie elementarnej pod-
struktary B < A do struktary A prostrednictvom identického zobrazenia Idg: B — A.

Taktiez je zrejmé, ze kompozicia elementarnych vnoreni h: A = B, g:B 3¢ je sama
elementarnym vnorenim g o h: A = C.
6.4.7 Uloha. (a) Sformulujte a dokazte zovseobecnenia Tvrdenia 6.4.4 a Vety 6.4.6
z elementarnych podstruktir na elementarne vnorenia.

(b) Nech A, B, C st struktary, h: A < B je vnorenie a g: B N je elementarne
vnorenie také, Ze zlozené zobrazenie goh: A Ny je tiez elementarne vnorenie. Dokazte,

7e potomaj h: A 5B je elementarne vnorenie. Ktory skor uvedeny fakt o elementarnych
podstruktirach zovseobecnuje toto tvrdenie?
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6.5 Diagramy struktar

V tomto paragrafe sa zbezne zoznamime s tzv. metodou diagramov, zalozenou na roz-
sirovani zakladného jazyka o nové konstantné symboly. Tato metéda ndm umozni kon-
Struovat z danych Struktar nové Struktiry predpisanych vlastnosti, ktoré reflektuji isté
vlastnosti povodnych Struktiar, ako modely vhodnych tedrii v rozsirenom jazyku.

Nech L je jazyk prvého radu, A = (A; ...) je L-Struktira a M C A. Jazyk, ktory
vznikne z jazyka L jeho rozSirenim o mnozinu novych konstant {c,: a € M} (pricom
konstantné symboly ¢, prisluchajice roznym prvkom mnoziny M su rézne), budeme
znacit Ly;. Struktaru jazyka Ljs, ktord vznikne zo $truktiry A tak, ze interpretacie
symbolov povodného jazyka L ponechame nezmenené a kazdu z novych konstant c,
budeme interpretovat ako prvok a € M, oznacime

Ay = ('A7 a)aeM
Najdolezitejsi pre nas bude S$pecidlny pripad, ked M = A; vtedy A4 = (A, a)qca.
Podobne, ak B je dalSia L-Strukttra a h: A — B je nejaké zobrazenie, tak (B, h(a))aeA
oznacuje strukturu jazyka L 4, v ktorej st jednotlivé konstanty c, interpretované prvkami
h(a) (a pdvodné symboly jazyka L interpretované rovnako ako v ).

Kvoli strucénosti budeme negéacie atomickych formal nazyvat negatomickymi formu-
lami. Atomickym diagramom, alebo len kratko diagramom L-Struktiry A nazyvame
mnozinu formul

D(A) = {p € Form(L4): ¢ je uzavreta atomicka alebo negatomicka a A4 F ¢}

Uvedomte si, ze kazda uzavreta formula ¢ jazyka L4 ma tvar ¢(cq,,...,Cq,) pre ista
formulu ¥ (x4, ..., z,) pévodného jazyka L. V takom pripade je podmienka A4 F ¢, t.j.

AaE(cayy--yCa,)

ekvivalentna s podmienkou
AEY(ay,...,an)

takze si mézeme dovolit nerozliSovat medzi predposlednym a poslednym zapisom.
Pozitivnym atomickym diagramom L-$truktiry A nazyvame mnozinu formul

DT (A) = {® € Form(L,): ¢ je uzavreta atomickd a A4 F ¢}

Zrejme plati DT(A) C D(A), pricom ,mensi“ z oboch diagramov D™ (A) je tvoreny
diagram D(A) obsahuje viac informécie ako ten ,mensi“ D' (A). Nie je véak tomu tak
— v skutocnosti obsahuju oba diagramy rovnaké mnozstvo informacie. Z ,mensieho
jice formal ¢(aq,...,ay), ~¢(ai,...,a,), kde p(z1,...,2,) je atomickd L-formula a
ai,...,a, € A, patri totiz do diagramu D(A) prave jedna. Ak ¢(ai,...,a,) € DT(A),
tak je to p(ai,...,a,); ak o(ay,...,a,) ¢ DT(A), je to =p(ai,...,a,). Dévody, pre
ktoré zavadzame aj redundantny a zdanlivo zbyto¢ne velky diagram D(A), vyjda na-
javo o chvilu.



122

6.5.1 Priklad. Nech A = (4; -) je koneéna mnozina s jednou bindrnou operéciou - . Po-
tom diagramy D(.A), D" (A) obsahuji rovnaki informéciu ako Cayleyho multiplikativna
tabulka Struktury A. Prvok ¢ € A sa v tejto tabulke nachadza v riadku prvku a € A a
v stlpci prvku b € A préave vtedy, ked v A plati a-b = c.

Nasledujice tvrdenia vyjadruji niektoré ndm uz znédme vztahy medzi Struktirami
pomocou prave zavedenych diagramov.

6.5.2 Tvrdenie. Nech A, B su struktiry jazyka L.

(a) Nech A C B. Potom A C B prdve vtedy, ked Ba E D(A).

(b) Nech h: A — B. Potom h je vnorenie A do B prdve vtedy, ked
(B,h(a)) ,ca F D(A).

6.5.3 Tvrdenie. Nech A, B su struktiry jazyka L a h: A — B. Potom h je homomor-
fizmus z A do B prdve vtedy, ked (B, h(a))aeA FDT(A).

Z oboch prave vyslovenych tvrdeni zaroven jasne vidno rozdielne tulohy, ktoré plnia
oba diagramy D(A) a DT (A).

Ak sa nezameriame iba na atomické formuly, mdZeme zaviest eSte jeden typ dia-
gramov. Elementdrnym alebo tiez uplngm diagramom L-Struktary A nazyvame mnozinu
formul

Th(A4) = {p € Form(L4): ¢ je uzavretd a Aa F o}
Nasledujtce tvrdenie je priamou analégiou Tvrdenia 6.5.2.

6.5.4 Tvrdenie. Nech A, B su struktiry jazyka L.
(a) Nech A C B. Potom A < B prave vtedy, ked B4 E Th(A4).

(b) Nech h: A — B. Potom h je elementdrne vnorenie A do B prdve vtedy, ked
(B, h(a))aeA F Th(A4).

Pre uplnost si este uvedomme, Ze aj tedriu Struktury A jazyka L
Th(A) = {¢ € Form(L): ¢ je uzavretd a A E ¢}

mozno povazovat za isty typ diagramu, pomocou ktorého mozno vyjadrit vztah elemen-
tarnej ekvivalencie.

6.5.5 Tvrdenie. Nech A, B su Struktiry jazyka L. Potom A = B prdve vtedy, ked
B E Th(A).

6.5.6 Uloha. S vyuzitim rozsirenia jazyka L o vhodné konstantné symboly zostruénite
formulaciu podmienky (ii) v Tarského-Vaughtovom kritériu pre elementarne podstruk-
tury a zjednoduste zapis niektorych casti jeho dékazu.



123

6.6 Vety Lowenheima, Skolema a Tarského

V tomto paragrafe dokdzeme dva vysledky — vety Lowenheima, Skolema a Tarského
,zhora nadol“ (downward) a ,zdola nahor“ (upward), — ktoré pre lubovolnt nekoneénii
struktaru A zarucuju existenciu mnohych jej elementarnych podstruktar resp. elemen-
tarnych rozsireni vopred danej mohutnosti splfiajicej isté minimalne obmedzenia dané
mohutnostami jazyka L a samotnej struktary A. VyuZijeme pri tom rozsirenia pdvod-
ného jazyka o vhodné konstantné symboly a v dékaze druhej z tychto viet sa zaroven
po prvykrat stretneme s jednoduchou aplikdciou metédy diagramov (konkrétne elemen-
tarneho diagramu Th(Ay4) struktary A).
Pripomenme, ze mohutnostou jazyka L = (F, R,v) nazyvame kardinélne ¢islo

IL]| = | Form(L)| = max(|F], [R], Ro)

6.6.1 Veta Lowenheima, Skolema a Tarského ,,zhora nadol®“. Nech A je struktira
nekonecnej mohutnosti |A| = a > ||L|| a B je kardindlne ¢islo také, Ze | L] < 8 < a. Po-
tom pre kazdi mnozZinu M C A mohutnosti |M| < [ ezistuje elementdrna podstruktira
B < A struktiry A mohutnosti |B| = (3 takd, ze M C B.

Doékaz. Bez ujmy na na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze |[M| = § (inak moZzeme
mnozinu M nahradit mnozinou M’ mohutnosti 5 takou, ze M C M’ C A). Rekurziou
zostrojime ista postupnost By C By C ... C B, C Bpy1 € ... podmnozin mnozZiny A.
Na zaciatok polozime By = M a pre kazdé n mnozinu B, ; vytvorime tak, Ze pre
TubovoInu formulu ¢(z) jazyka Lpg._, pre ktora plati

AE (Fx)p(x)

vyberieme jeden prvok b € A taky, ze A E ¢(b), a priddme ho k prvkom mnoziny B,,.
Lahko mozno overit, Ze mnozina
B=|] Bn

neN

mé mohutnost [ a tvori podstruktaru struktiry A. Na zéklade konstrukcie postupnosti
(By,) je podla Tarského-Vaughtovho kritéria (Veta 6.4.6) zrejmé, ze podstruktira B =
(B; ...) Struktury A s nosi¢om B je jej elementdrnou podstruktirou. (Samostatne si
doplite vynechané kroky. Rozmyslite si, kde sme v dékaze pouzili axiému vyberu.)

V pripade ||L]| < 8 < « je elementarna podstruktura B struktiary A, ktorej existenciu
zaruCuje prave dokdzana veta, nevyhnutne vlastnd. V pripade ||L|| < 8 = « to vSak len
na zaklade tejto vety nevieme zarucit.

6.6.2 Veta Lowenheima, Skolema a Tarského ,,zdola nahor*“. Nech A je struktira
nekonecnej mohutnosti |A| = a a B je kardindlne ¢islo také, Ze ||L a|| = max(a, ||L||) < 5.
Potom ezistuje elementdrne rozsirenie B = A Struktiry A mohutnosti |B| = 5.

Dokaz. Utvorme jazyk L4 a rozsirme ho o dalsiu mnozinu novych konstantnych sym-
bolov D mohutnosti |D| = (. Toto rozsirenie jazyka L (a zaroven jazyka L) oz-
na¢ime Lt = (La)p. Dalej ozna¢me U tedriu v jazyku LT pozadujtcu, aby vSetky
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konstanty d € D oznacovali rézne prvky. Inak povedané, axiémami tedrie U s prave
vSetky nerovnosti d; # dy pre Tubovolné dva rozliéné kosStantné symboly di,ds € D.
Kedze |D| = 3, bude mat kazdy model tedrie U mohutnost asponi 5. Tvrdime, Ze tedria
Th(AA) UU v jazyku Lt mé nejaky model M. Podla vety o kompaktnosti staci overit,
ze pre Tubovolni koneénti podtedriu Uy C U tedria Th(A4) U Uy méa nejaky model.
Nech Dy je mnozina vsetkych konstantnych symbolov d € D vyskytujucich sa v axié-
mach tedrie Uy. Zrejme Dg je koneénd mnozina. Vezmime si Struktaru A4 jazyka L4
a roz8irme ju do Struktiury A1 jazyka LT tak, Ze interpretdcie symbolov jazyka L 4
ponechdme nezmenené, konstanty d € D, intrepretujeme navzajom roéznymi prvkami
mnoziny A (¢o je vzdy mozné, lebo A je nekonecnd) a zvysné konstanty d € D ~\ Dy
interpretujeme fubovolnymi prvkami mnoziny A. Je zrejmé, ze A1 E Th(A,) U Up.

Nech teda M je Struktara jazyka LT takd, ze M E Th(Ax) UU. Kedze M E U,
plati [M| > B. Pretoze M E Th(A4), zGZenie M~ = M [ L na Struktaru jazyka L
(vynechanim interpretéacii konstant ¢, a d € D) je podla Tvrdenia 6.5.4 elementarnym
rozSirenim (izomorfnej képie) struktary A. Podla Vety 6.6.1 Lowenheima, Skolema a
Tarského ,,zhora nadol“, M~ obsahuje elementarnu podstruktiru B < M~ mohutnosti
|B| = 8 taku, ze A C B. Potom A < M~, B < M~ a A C B, preto tiez A < B (pozri
Ulohu 6.4.3).

V pripade a < (8 je B opit vlastnym elementarnym rozsirenim Struktury A. V pri-
pade a = 8 to vSak len na zéklade préave dokézanej vety nevieme zarucit. Otézka ex-
istencie vlastnych elementarnych podstruktiar B < A, resp. vlastnych elementarnych

roz$ireni B > A danej Struktary A s rovnakou mohutnostou |B| = |A| = « je pod-
statne narocnejsou zalezitostou. Za uréitych okolnosti mozno existenciu vlastného ele-
mentarneho rozsirenia B Struktiry A rovnakej mohutnosti |B| = |A| dokadzat pomocou

konstrukcie ultramocniny (pozri Ulohu 8.4.4).
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7 VETY O ZACHOVAVANT

V tejto kapitole sa budeme podrobnejsie zaoberat sivisom medzi syntaktickym tvarom
axiom teorii prvého radu a zachovavanim tychto teorii pri zédkladnych konstrukciach s ich
modelmi. Konkrétne budeme charakterizovat tedrie, ktoré sa zachovavaju pri prechode
k podstruktaram resp. nadstruktiram, tedrie, ktoré sa zachovavaja pri zjednoteniach
retazcov, a tedrie, ktoré sa prendsaji na homomorfné obrazy, ako tedrie, ktoré sa daju
axiomatizovat pomocou axiém urcitého dobre popisatelného syntaktického tvaru.

Nase uvahy zacneme ,inventarizaciou“ najdolezitejsich prostriedkov, ktoré budeme
pritom pouzivat. St to najmi Godelova veta o tplnosti 4.8.6, Veta 4.9.1 o kompaktnosti
spolu s jej Dosledkom 4.9.2, ako aj Lema 4.7.1 o konstantach. S dal§imi sa zoznédmime
v nasledujicom paragrafe.

7.1 Lema o vzajomnej zlucitelnosti a axiomatizaéna lema

Nech T a S st bezosporné tedrie v jazyku prvého radu L. Hovorime, ze T a S st
zlucitelné, ak tedria T'U S je bezospornéa. V opacnom pripade hovorime, ze T a S st
nezlucitelné.

7.1.1 Lema o vzajomnej zluéitelnosti. Nech T a S si teorie v jazyku prvého rddu
L. Potom T a S st nezlucitelné prave vtedy, ked existuji axiomy o1(x1,...,%%), ..,
on(T1,...,x) teorie S také, Ze

Tr @z, ... zp) (-0 (z1, . cozk) V.V o (2, ..., 2))

Demonstracia. Ak existuju také formuly o4, ..., 0,, tak
S+ (V:Ul,...,xk)(al(:cl,...,:ck) /\.../\an(:cl,...,:ck))

v dosledku ¢oho je T'U S zrejme sporna.

Naopak, ak T"U S je sporna, tak je spornd uz nejaka tedria tvaru T°'U Sy kde Sy =
{o1,...,0n} je koneéna podtedria tedrie S. Nech x1, ..., x) st vSetky premenné, ktoré
su volné v niektorej z formil ;. Potom aj tedria

TU {(‘v’xl, o xp)(o(x, ) A Ao (a0, ,mk))}

je sporné, ¢o znamené, ze v T je dokézatelnd negécia tejto formuly.

Triedu vSetkych modelov tedrie T' v jazyku L budeme znacit Mod (7). Hovorime, Ze
mnozina formul I" jazyka L je mnozinou axiom tedrie T', ak Mod(T') = Mod(I'), t.j. pre
kazda L-Struktaru A plati A E T prave vtedy, ked A F I
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7.1.2 Axiomatizac¢na lema. Nech T je bezospornd teoria v jazyku L a A je mnozina
sentencii jazyka L uzavretd vzhladom na koneéné disjunkcie. Nasledujice podmienky su
ekvivalentné:
(i) T ma mnozinu axiom I’ C A.
(ii) Pre lubovolné struktiry A, B jazyka L plati:
AET NBETh(A)NA = BET

Na mnozinu A sa treba divat ako na mnozinu formul (logicky ekvivalentnych s for-
mulami) urcitého syntaktického tvaru, napr. univerzélne formuly, existen¢né formuly,
pozitivne formuly, atd., resp formuly s nimi ekvivalentné.

Doékaz. (i) = (ii): Predpokladajme, ze T" ma mnozinu axiom I" C A. Nech dalej plati
AET a BE Th(A)N A. Potom zrejme BF I', teda BE T.

(ii) = (i): Nech plati (ii). Ozna¢me I" mnozinu vSetkych sentencii ¢ jazyka L takych, Ze
p € AaTt p. Ukdzeme, Ze I’ je mnoZina axiéom pre T'. Zrejme stac¢i dokazat inklaziu
Mod(I") € Mod(T') (obratena inkluzia je totiz zrejma — preco?). Nech teda B € Mod(I").
Ak mame s vyuzitim podmienky (ii) dokazat, ze B € Mod(T), ¢ize B E T, potrebujeme
najst nejaku strukturu A F T taka, ze B F Th(A) N A. Posledni podmienku mozno
ekvivalentne zapisat v tvare A F X, kde

Y ={-6:5€A, BE s}

(rozmyslite si preco). Potrebujeme teda zarucit, ze teéria T'U X mé nejaky model A. Na
to sta¢i dokézat, Ze je bezosporna. Inak by podla Lemy 7.1.1 o vzdjomnej zluéitelnosti
existovali nejaké formuly d1,...,9, € A také, ze =d61,...,70, € Y aTF i V...V,
Ozna¢me § poslednt formulu. Zrejme § € A, preto tiez § € I', a kedze B F I', tak aj
B E §. To je vsak v spore s tym, ze BFE =6y, ..., BE =6, teda B E —4.

7.2 Univerzalne tedrie a podstruktary

Hovorime, ze tedria T sa prendSa na podstruktiry, ak lubovolnd podstruktira modelu
tedrie T' je tiez modelom T'.

7.2.1 Veta. Nech T je bezosporna teoria. Potom nasledujice podmienky siu ekviva-
lentné:

(i) T md mnozinu univerzdlnych azxiom.

(ii) T sa prendsa na podstruktiry.

Dokaz. Sustredime sa iba na netrivalnu implikaciu (ii) = (i). Nech plati (ii). Ozna¢me I19
mnozinu vSetkych sentencii jazyka L ekvivalentnych s univerzalnymi formulami. Zrejme
IV je uzavretd vzhladom na koneéné disjunkcie. Pomocou Axiomatizacnej lemy 7.1.2
dokazeme, %e T ma mnozinu axiém I' C II9. Nech teda A E T a B F Th(A) NI,
Ukéazeme, Ze za tychto podmienok existuje L-Struktura C taka, ze A =C a B C C. Tym
budeme hotovi, lebo potom C F T a — kedZe sa T prenasa na podstruktiury —aj BFE T.

Inak povedané, potrebujeme najst struktaru (C,b)rep jazyka Lp, ktord je mode-
lom teérie Th(A) U D(B). Staci teda overit, ze tato tedria v jazyku Lp je bezosporna.
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,0,(b) € D(B) také,
ze 0;(x1, ..., x) st atomické alebo negatomické formuly jazyka L, b= (by,...,by) € B¥
a

V opacnom pripade by pre nejaké n > 1 existovali formuly 6, (l; ), e

Th(A) F =601 (b) V...V =0, (b)

No Th(.A) je tedria v jazyku L, v ktorom sa konstanty by, ..., by nevyskytuja. Preto
podla Lemy 7.1.2 o konstantach

Th(A) - (VZ)(~0,(Z) V...V ~0,(F))

kde ¥ = (x1,...,xk). Posledné formula je vSak uzavreta, univerzalna a plati v A. Preto
je splnena i v B. To je vsak v spore s tym, ze

BE @D OL(Z)A ... AOp(T))

Skratené , vektorové“ oznacenie ako & = (z1,...,xx) alebo b = (b1,...,bx) pre uspo-
riadané k-tice premennych resp. prvkov mnozin budeme dalej pouzivat bez zvlastneho
upozornenia.

7.3 Existencéné tedrie a nadstruktary

Hovorime, ze tedria T sa prend$a na nadstruktiry, ak Tubovolna nadstruktira modelu
tedrie T' je tiez modelom tedrie T'.

7.3.1 Veta. Nech T je bezosporna teoria. Potom nasledujice podmienky siu ekviva-
lentné:
(i) T ma mnoZinu ezistencnych axiom.

(ii) T sa prendsa na nadstruktiry.

Dokaz. Opit sa ststredime sa len na netrivalnu implikaciu (ii) = (i). Nech plati (ii).
Ozna¢me XY mnozinu vSetkych sentencif jazyka L ekvivalentnych s existenénymi formu-
lami. Zrejme X je uzavretd na kone¢né disjunkcie. Pomocou Axiomatizac¢nej lemy 7.1.2
dokéZeme, Ze T m4 mnozinu axiém I' C ©9. Nech teda A F T ako aj B F Th(A) N XY.
Z toho vyplyva, ze A F Th(B)NII? (rozmyslite si preco). To je viak rovnaka situdcia ako
v dokaze predchadzajucej vety, iba tulohy Struktiar A a B st zamenené. Preto existuje

struktura C taka, ze A C C a B = C. Potom — kedZe T sa prenaSa na nadstruktary —
plati C E T a taktiez BET.

7.4 Univerzalno-existen¢né tedrie a zjednotenia retazcov

Pripomenime, Ze pod usporiadanou mnoZinou (I; <) rozumieme mnozinu I # () s bindr-
nou relaciou < spliajicou nasledujtce podmienky:

(Vz)(z < x)
Vz,y)(z<y ANy<z = =y
Va,y,2)(z<y Ny<z = x<2)

(Vz,y)(z <y V y<z)
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Retazcom Struktir nad usporiadanou mnozinou (/; <) rozumieme systém Struktir
(A;)ier nejakého jazyka prvého radu L taky, ze pre Tubovolné prvky i < j mnoziny [
struktara A; je podstruktirou struktary A;, t.j. A; C A;. Zjednotenim retazca (A;)icr
nazyvame L-§trukttru A = |J,.; A; so zékladnou mnozinou A = (J,c; 4i, na ktorej st
operacné a relacne symboly jazyka L interpretované nasledujicim spésobom:

Pre Tubovolny n-arny operaény symbol f resp. rela¢ny symbol r jazyka L a prvky
ai,...,a, € A kladieme

fA(alv"'7an) :fAi(alv"wan)
(a1,....an) € & (a1,...,an) € rY
kde 7 je TubovoIny prvok mnoziny I taky, ze a1, ...,a, € A;.

(Samostatne si premyslite, ze aspon jeden taky prvok i € I vzdy existuje, a ak i,j5 € T
st dva také prvky, tak uvedené interpreticie f4, r4
pouzijeme pri ich definicii.)

Zrejme ak mnozina ([; <) mé najvicsi prvok m (Specidlne, ak I je konecnd), tak
Uier Ai = Am, teda uvedend konStrukcia moéze priniest nieco nové, len ak (I;<) je
nekoneénd a nemé najvicsi prvok. Typickym prikladom refazcov Struktar su refazce
(Ap)neny nad mnozinou (N, <) vSetkych prirodzenych ¢isel s obvyklym usporiadanim.
Také retazce mozno tiez zapisat v tvare

nezavisia na tom, ktory z nich

AC A C ... CA,CA 1 C...

pripadne v tvare (A, )n<w-
Jednoduchy dékaz nasledujiceho tvrdenia ponechdvame ako cvicenie ¢itatelovi.

7.4.1 Tvrdenie. Nech (A;);cr je retazec struktir nad usporiadanou mnozinou (I; <).
Potom pre kazdé j € I plati A; C ;o Ai, CiZe zjednotenie retazca Struktir je rozsirenim
kaZdej zo Struktir tohto retazca. Navyse, ak Struktira B je rozsirenim kazdej zo Struk-
tir retazca (A;)icr, tak U;c; Ai € B; inak povedané, zjednotenie retazca (A;)icr je
najmensia Struktira, ktord je rozsirenim kazdej zo Struktur A;.

Retazec (A;)ier Struktir nad usporiadanou mnozinou (I; <) nazyvame elementdr-

nym retazcom, ak pre vSetky dvojice prvkov ¢ < j z mnoziny I plati A; < A;, t.j. A; je
elementarnou podstruktarou struktary A;.

7.4.2 Veta. Nech (A;)icr je elementarny retazec struktir nad usporiadanou mnozinou
(I;<). Potom pre kazdé j € I plati A; < |J,c; Ai, CiZe zjednotenie elementdrneho
retazca Struktir je elementdrnym rozsirenim kaZdej zo Struktir tohto retazca.

Dékaz. Oznaéme A = Uier Ai- Mame dokézat, ze A; < A pre kazdy ¢len A; elemen-
tarneho refazca (A;);cr. To vyplyva z nasledujiceho tvrdenia:

Pre vSetky L-formuly ¢(z1,...,x,), kazdé j € I a lubovolné prvky aq,...,a, € A,

A Eolar,....ay) & AFp(al,...,a,)
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Dokaz urobime indukciou podla zlozitosti formuly . Ak ¢ je atomicka, tak podmienka je
trividlne splnena, lebo A; C A. Podobne, z platnosti uvedenej podmienky pre formuly
v, ¥ ofividne vyplyva jej platnost pre konjunkciu ¢ A ¢ aj pre negaciu —¢ (detaily
prenechavame citatelovi). Predpokladajme teda, ze uvedend podmienka je splnené pre
formulu ¢(xg, 21, .. ., x,) a overme jej platnost pre formulu (3 z¢)p(xg, 21, .., z,). Nech
j€laa,...,a, €Aj; Potom nasledujice podmienky st ekvivalentné:

(1) AE 3zo)p(xg,a1,...,an)

(2) existuje ag € A také, ze AF o(ag, a1, ...,a,)

(3) existujt k € I a ag € Ay, také, ze k > j a AF o(ag, a1, ...,a,)
(Rozmyslite si, preco si v (3) mdzeme bez ujmy na vSeobecnosti dovolit predpoklad
k>j.) Pre také k € I a ap € Ay je podmienka A F ¢(ag,as,...,a,) na zaklade
indukéného predpokladu ekvivalentnd s podmienkou Ay E ¢(ag, a1, ..., a,), teda pod-
mienka (3) je postupne ekvivalentnd s podmienkami

(4) existuja k € T a ag € Ay, také, ze k > j a A F ¢(ag, a1, ..., a,)
(5) existuje k € I také, ze k > j a Ax F (Fxo)e(xo,a1,...,an)

Napokon, kedze pre j < k plati A; < Ay, podmienka (5) je ekvivalentna s podmienkou
(6) A; E (3xo)p(zo,a1,...,an)

ku ktorej sme chceli dospiet.

7.4.3 Tvrdenie. Nech (A;)icr je retazec Struktir nad usporiadanou mnozinou (I; <)
a (1, . T, Y1, - -+, Yn) Je otvorend formula. Predpokladajme, Ze

Ai B (VZ)(37)e(Z,7)
v kazdej zo Struktur A;. Potom tiez
UAiE (V&) 37)e(@ §)
iel
Dokaz. Zauvedeného predpokladu zvolme [ubovolné prvky ay, ..., am € [J;c; Aqi. Potre-
bujeme dokazat existenciu nejakych prvkov by, ..., b, € |J;c; As takych, ze
iel
Za danych podmienok mozno najst j € I také, ze ay,...,a,, € A;. Kedze
A B (VE)ET)e(Z, 1)
existuja prvky by,...,b, € A; také, ze A; F ¢(a, l;) Nakolko A; C |J
sahuje ziadne kvantifikatory, podla Tvrdenia 6.1.4 (a) plati
U .Az = (%2 (6, g)

icl

ser Ai a @ neob-

Hovorime, Ze teoria T sa zachovdva pri zjednoteniach retazcov, ak zjednotenie Tu-
bovoIného retazca modelov tedrie T' je tiez modelom 7. Podobne mozno definovat aj
zachovavanie tedrii pri zjednoteniach refazcov nad usporiadanou mnozinou (N; <).

Formulu tvaru (Vz1,...,2m,)(3y1,...,Yn)p, kde ¢ je otvorend formula, nazyvame
univerzalno-existencnou formulou.
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7.4.4 Veta. Nech T je bezosporna teoria. Potom nasledujice podmienky siu ekviva-
lentné:
(i) T md mnoZinu univerzdlno-existenénych aziom.
(ii) T sa zachovdva pri zjednoteniach retazcov.
(iii) T sa zachovdva pri zjednoteniach retazcov nad (N; <).

Dokaz. Platnost implikacie (i) = (ii) vyplyva z predchddzajticeho tvrdenia a implikacia
(ii) = (iii) je trividlna. Staci sa teda ststredit na implikaciu (iii) = (i).

Nech plati (iii). Ozna¢me I mnozinu vsetkych sentencii jazyka L ekvivalentnych
s univerzalno-existenénymi formulami. Zrejme IIY je uzavretd na konecné disjunkcie.
Pomocou Axiomatiza¢nej lemy 7.1.2 dokdZeme, %e T m4 mnoZinu axiém I" C I19. Nech
teda A E T a plati
(0) BE Th(A)N1IY
Za tychto podmienok zostrojime dve postupnosti Struktar (A, )n<w, (Bn)n<w jazyka L
také, ze Ay = A, By = B, pre kazdé n plati A, = A,11, preto tiez A, = A, ako aj
B,, < By+1, pricom obe postupnosti dohromady tvoria striedavo vzajomne poprekladany

retazec
ByC A CB CAC...CB,CA,+1CB,11 C...

Oznacme C jeho zjednotenie. Potom zaroven plati

c=J A.=JBn

1<n<w n<w

Kedze tedria T' sa zachovava pri zjednoteniach retazcov nad (N; <) a vSetky A,, st jej
modelmi, plati C F T'. Pretoze retazec (B,)n<. je elementarny, dostavame B < C, teda
konecne B E T. Tym podla Axiomatizacnej lemy 7.1.2 zabezpeCime, ze T" ma mnozinu
univerzalno-existencénych axiom.

Ukézeme, ze za podmienky (0) plati nasledujice tvrdenie:

(1) Existuju struktary A’, B’ také, ze A= A, B<B aBC A CB.
Kedze kazda univerzalna formula je zaroven univerzalno-existencéna, z podmienky (0)
vyplyva, Ze B E Th(A) N1I{. Ako sme videli v dokaze Vety 7.2.1, za tejto podmienky je
tedria Th(A)UD(B) bezosporna a existuje struktiara Ay = (A, b)pe B, ktora je modelom
teérie Th(A) UD(B) v jazyku Lp. Potom A'=Aa B C A'.

Hladant struktaru B’ ziskame zo struktary (B',b,a)seB acar jazyka Lp a» = (Lp) as,
od ktorej budeme pozadovat, aby bola modelom tedrie Th(Bg) UD(A") v tomto jazyku.
Stadi teda overit, Ze uvedena tedria je bezosporné. Inak by podla Lemy 7.1.1 o vzajomnej
zluditelosti existovali formuly 64(@),...,0,(a) € D(A’), kde 0;(z1, ..., xx) si atomické
alebo negatomické formuly jazyka L a @ = (ay,...,ax) € (A')*, také, Ze

Th(Bg) F —=61(@) V...V —0,(a)

Kedze Th(Bg) je tedria v jazyka Lp, v ktorom sa konsStanty aq, ..., a; nevyskytuja,
podla Lemy 4.7.1 o konStantach z toho vyplyva, ze

Th(Bg) - (VZ)(=01(Z) V ...V =0, (Z))
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Nakolko to je formula jazyka L, znamena to, ze musi byt splnena v B. Zaroven vsak

)

a kedze A" = A, tak posledné formula plati aj v A. Nakolko to vSak je existen¢nd, teda
tym skor univerzalno-existenéna formula, tak podla predpokladu (0) je splnena tiez v B.
Tento spor dokazuje (1).

Na zaver si uvedomme, Ze pre takto ziskané cGiarkované Struktury opit plati pod-
mienka (0), t.j. B’ F Th(A’) N3, takZe celt konstrukciu mozno iterovat. Postupne tak
dostavame Struktary A, = A’, By = B’ zo struktar Ay = A, By = B, ako aj Struktiry
Api1 = AL, Bur1 = Bl zo struktar A, B, pre n > 1.

A E3Z)O01(Z)N ... AOu(

8y

7.4.5 Uloha. Uvazujme grupy ako struktiry (G; -) s jednou binarnou operéaciou. Potom
tedria grap je dand dvoma axiémami: asociativnym zadkonom

(Vo,y,2)(z- (y-2) = (x-y) - 2))
a axiomou vyjadrujicou existenciu jednotkového prvku ako i inverznych prvkov
Gu)(Vz)(z-u=z=u-z A By)(lz-y=u=y-x))
ktort mozno nahradit axiémou

Vo)3y)(Va)(z-(z-y)=2=(y-z)-2)

Ani jedna z uvedenych dvoch axiém vsSak nie je univerzalno-existen¢na. Preto mozno
prekvapi, ze tedria grap (v takomto jazyku) sa zachovava pri zjednoteniach refazcov.
Inak povedané, ak ((G; ))l < Je retazec grup nad usporiadanou mnozinou (/; <), tak

aj jeho zjednotenie (Uiel Gi; ) je grupa. Dokézte si to samostatne.

Z Vety 7.4.4 potom vyplyva, Ze tedria griap musi mat mnozinu univerzalno-existen-
¢nych axiom v jazyku s jedinym bindrnym operac¢nym symbolom - . Najdite takato axio-
matizaciu tedrie grap.

7.5 Algebraicky uzaver pola

Axiémy teédrie poli ako Struktur (F; +,-,0,1) jazyka s dvomi binidrnymi operaciami
+ a - a dvomi konStantami 0 a 1 st nasim ¢itatelom urcite dobre znédme, takze ich tu
nebudeme explicitne vypisovat. Staci, ak si uvedomime, Ze popri univerzalnych axiémach
(identitach) vyjadrujicich komutativne a asociativne zdkony pre obe operacie, ulohy 0
a 1 ako neutralnych prvkov tychto operacii a distributivny zakon, k nim patria eSte dve
univerzalno-existencné axiéomy

Vo) Fy)(r+y=0) a (Vz)3By)(z#0=2-y=1)

zarucujuce existenciu inverznych prvkov oboch operacii. Z vety o zachovavani tedrii pri
zjednoteniach retazcov potom vyplyva, Ze aj tedria poli sa zachovava pri zjednoteniach



132

retazcov, to znamema, Ze zjednotenim Tubovolného refazca poli ((FZ, +,-,0, 1)) ad

_.n
el
usporiadanou mnozinou (; <) dostaneme opéit pole (Uiel F;:+,-,0, 1).

Zjednotenia refazcov sa v tedrii poli hojne vyuzivaji. Ich najdolezitejsim uplatnenim
je konstrukcia algebraického uzdveru pola, s ktorou sa teraz zozndmime.

.....

rovnako ako jeho zakladni mnozinu. Hovorime, ze pole K je algebraickym rozsirenim
pola F', ak F' je podpolom pola K a kazdy prvok pola K je algebraicky nad F, t.j. je
koreniom nejakého polynému p(z) s koeficientmi z pola F'.

Citatel by si mal z prednasok z algebry pamitat niekolko vysledkov o algebraickych
rozsireniach poli, ktoré tu struéne zrekapitulujeme. Ak p(z) € Fz] je ireducibilny poly-
ném stupria > 2 nad polom F', tak faktorovy okruh F[z]/(p(x)) okruhu polynémov
F[z] podla hlavného idedlu (p(z)) generovaného polyném p(z) je opéf pole, ktoré je
navySe rozsirenim pola F'. V tomto poli uz polyném p(z) mé koren (je nim rozkladova
trieda = + (p(z))), teda nie viac je ireducibilny. Takéto rozsrenia pola F nazyvame
jeho jednoduchymi rozsireniami. Zrejme kazdé jednoduché rozsirenie pola I je algeb-
raické. Taktiez mozno lahko nahliadnuf, Ze pre Iubovolné polia F, H, K plati: ak H
je algebraickym rozsiremim pola F' a K je algebraickym rozsirenim pola H, tak K je
algebraickym rozsirenim pola F'.

Jednoduchy dékaz nasledujuceho pomocného tvrdenia prenechavame ako cvicenie ¢i-
tatelovi.

7.5.1 Lema. Nech (F;);cs je retazec poli nad usporiadnou mnozinou (I; <), z ktorgch
kazdé je algebraickym rozsirenim pola F. Potom aj zjednotenie tohto retazca |J;c; Fi je
algebraickym rozsirenim pola F'.

Hovorime, ze pole K je algebraicky uzavreté, ak kazdy polyném p € K|[x] stupria
> 2 ma v K aspon jeden koren. Lahko nahliadneme, Ze pole K je algebraicky uzavreté
prave vtedy, ked jedinymi ireducibilnymi normovanymi polynémami stuptia > 1 nad K
st linedrne polynémi tvaru z — a, kde a € K. Z toto dalej vyplyva, ze v algebraicky
uzavretom poli ma kazdy polyném stupna n > 1 prave n korenov, ak kazdy koren
pocitame tolkokrat, akd jej jeho nasobnost. Pole K nazyvame algebraickym uzdverom
pola F', ak K je algebraicky uzavreté pole, ktoré je algebraickym rozSirenim pola F'.

7.5.2 Veta. Ku kazdému polu existuje jeho algebraicky uzdver.

Dodéavame, ze algebraicky uzéver Iubovolného pola je navySe urceny jednoznacne az
na izomorfizmus. Dokaz tohto vysledku vSak uz nie je napliou naso kurzu.

Dokaz. Nech F je Tubovolné pole. Najprv zostrojime algebraické rozsirenie F pola F',
v ktorom ma kazdy ireducibilny polyném p(x) € F[z]| stuptia > 2 koreri. Inak povedané,
neexistuje polyném p(x) € F[z] stupnia > 2 ireducibilny nad polom F. Nech (Pa(Z))a<p
je Tubovolné ocislovanie mnoziny vSetkych normovanych ireducibilnych polynémov stup-
na > 2 z okruhu F'[z] ordinalnymi ¢islami mensimi ako nejaké ordinalne ¢islo p. Trans-
finitnou rekurziou cez ordinaly « < p zostrojime transfinitni postupnost (Fi)a<, roz-
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Sireni pola F' taku, ze

Fo=F
Folz]/(ps(x)), kde B < p je prvy ordinal taky, Ze polyném
Foy1 = pa(z) je ireducibilny nad polom F,,
F,, ak taky ordinal g neexistuje
Fy=|J F.
a<

pre Tubovolny ordindl o < p, resp. pre limitny ordindl A < p. Zrejme pre Tubovolné
a < B < p je pole Fg rozsirenim pola F,, teda (Fy)a<, je retazec poli nad usporiadanou
mnozinou ({a: a < p}; <).

Transfinitnou indukciou dokdzeme, Ze kazdé z poli F,, je algebraickym rozsirenim pola
F. Pre a = 0 je to zrejmé. Nech a < p je Tubovolny ordinal; predpokladajme, ze F,
je algebraickym rozsirenim pola F. Potom F,.; je bud jednoduché (teda algebraické)
rozsirenie Fy, [z|/(ps(x)) pola F,, alebo je to samotné pole F,,. Teda v oboch pripaoch ide
o algebraické rozsirenie pola F'. Koneéne, nech A < p je limitny ordinél. Predpokladajme,
ze vSetky polia F,, pre a < )\, su algebraické rozsirenia pola F. Potom aj F), ako
zjednotenie refazca (F,)a<n, je jeho algebraickym rozsirenim na zéklade Lemy 7.5.1.

Teraz polozime F = U.,. Fa.. Potom aj pole F , ako zjednotenie retazca (Fy)a<p

a<
algebraickych rozsireni pola }/7)’ , je samo algebraickym rozSirenim pola F'. Zrejme kazdy
ireducibilny polyném stupiia > 2 nad polom F' m4 koreni v niektorom z poli F,, teda aj
v poli F.

S vyuzitim préave opisanej konstrukcie zostrojime este jeden retazec (F(”))n N algeb-
raickych rozsireni pola F' nad usporiadanou mnozinou N vSetkych prirodzenych ¢isel
taky, ze

FO — p a  FtD — pn)

pre n € N. Potom aj zjednotenie tohto retazca F = Unen F (") je algebraickym rozsire-
nim pola F'. DokéZeme, Ze je to zaroven algebraicky uzavreté pole. Na to staci overit,
ze neexistuju normované ireducibilné polynémy p(z) € F [x] stupnia > 2. Predokladajme
teda, ze

p(@) =" + a1z + ..+ ap_1x + ai, € Fla]

je normovany ireducibilny polyném stupna k > 2. Potom existuje n € N, také, ze
pole F(™ obsahuje vietky jeho koeficienty a1, ..., ax, teda p(x) € F("[z] je normovany

—_

ireducibilny polyném nad polom F(™). Potom vsak p(z) ma koreti v poli F(**t1) = F(n),
preto aj v poli F. Ale to znamend, Ze — navzdory poévodnému predpokladu — polyném
p(x) nie je ireducibilny nad polom F. Tym sme dokézali, Ze pole F je algebraicky uzaver
pola F'.
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7.6 Pozitivne tedrie a homomorfné obrazy

Hovorime, ze teoria T sa prendsa na homomorfné obrazy, ak kazdy homomorfny obraz
Tubovolného modelu tedrie T je tiez modelom 7.

7.6.1 Veta. Nech T je bezosporna teoria. Potom nasledujice podmienky siu ekviva-
lentné:

(i) T ma mnoZinu pozitivnych axidm.

(ii) T sa prends$a na homomorfné obrazy.

Dokaz. Opit sa ststredime len na implikdciu (ii) = (i). Nech plati (ii). Pre Tubovolné
rozSirenie Lo jazyka L o nové konStanty ozna¢ime Pos(Lc¢), resp. Neg(Leo) mnoZinu
vSetkych uzavretych formul jazyka Lo ekvivalentnych s pozitivnymi, resp. negativnymi
formulami. Zrejme Pos(L) je uzavreta na kone¢né disjunkcie. Pomocou Axiomatiza¢ne;
lemy 7.1.2 dokazeme, ze T' ma mnozinu axiém I" C Pos(L). Nech teda A F T a plati

(0) BE Th(A) NPos(L).
Za tohto predpokladu dokazeme nasledujice tvrdenia:
(1) Existuje elementarne rozsirenie B’ > B a homomorfizmus h: A — B’ také, ze
(B',h(a))aca E Th(Aa) NPos(La).
(2) Existuje elementéarne rozsirenie A’ >~ A a zobrazenie g: B — A’ také, ze
(B, b)beB = Th(A/, g(b))beB N POS(LB).
(1) Uvazujme tedriu Th(Bg) U (Th(A4) NPos(L4)) v jazyku La p. Z predpokladu (0)
mozno odvodit, Ze je bezospornd, rutinnym pouzitim Lemy 7.1.1 o vzajomnej zluci-
telnosti a Lemy 4.7.1 o konstantach. Nech (B, h(a),b)eca pep je jej model, kde B je
Struktura jazyka L. Potom B < B’, a plati (B’, h(a))aca F Th(A4) NPos(L4), z ¢oho
okrem iného vyplyva, ze h: A — B je homomorfizmus.
(2) Podobne ako v (1) mozno na zaklade predpokladu (0) dokézaf bezospornost teérie
Th(A4) U (Th(Bg) N Neg(Lp)) v jazyku La p s pouzitim rovnakych prostriedkov.
Nech (A’,a,g(b))acapen je jej model, kde A’ je Struktira jazyka L. Potom A < A’
a pre zobrazenie g: B — A’ plati (A, g(b))sep F Th(Bg) N Neg(Lp), teda (B,b)pep F
Th(A’, g(b))pe s N Pos(Lp).

Striedavou iteraciou konstrukcii (1), (2) teraz zostrojime dve postupnosti (Ap)n<w,
(Bpn)n<w Struktar jazyka L, spolu so zobrazeniami g,,: B,, — A,+1 a homomorfizmami
hni1: Apt1 — Buy1 v nasledujucich krokoch:
0° Na zaciatok polozime Ay = A, By = B.
1° Struktaru A, ; a zobrazenie g,: B, — A,,1 také, Ze plati

(Bn,b)ves,, F Th(Ant1, 9n(b))ven, NPos(Lp,)

zostrojime zo struktar A,,, B, jazyka L podla (2).

2° Strukttru (By,b)pen, a homomorfizmus hy: (A1, go(b))sen, — (B1,b)pen, také, ze
plati
(817 b7 hy (a))bGBo,a€A1 F Th(-Alv gO(b)7 a)bGBo,aeAl N POS(LBo,Al)



135

dostaneme zo Struktar (As, go(b))sen,y, (Bo,b)sen, jazyka Lp, podla (1).
3° Konec¢ne pre n > 1 struktaru (By,+1, hn(a),b)aca, ven, spolu s homomorfizmom
hn—i—l: (An—i—l, a,gn(b))aeAn,beBn — (Bn—i—la hn(a)7 b)aeAn,beBn tak, ze plati

(Bn—|—17 hn(a)7 b, hpy1 (a/))aeAn,beBn,a'eAn+1 =

Th(An+17 Cl, gn(b)7 a/)GEAn,bGBn,CL/EAn+1 m POS(LAnanaAn—Fl)

zostrojime podla (1) zo Struktir (A,11,a, gn(b))aca, beB,, Bn,hn(a),b)aca, veB,
jazyka L4, B, -

Pritom si treba uvedomit, Ze prave splnenie uvedenych podmienok, t.j. predpokladov
typu (0), zakazdym zabezpecuje uskutoénitelnost nasledujiceho kroku. Takto dostaneme
dva vzdjomne prepojené elementarne retazce

Ag — o Ay — 2o A T A e
b,
go hl hn gn +
<
By B, B, Bpi — > ...

Krok 3° o.i. zaruéuje, ze pre n > 1 a lubovolné a € A, plati h,(a) = hn11(a), t.j.
hyn = hnt1 | An. Podobne, kroky 2° a 3° zarucuju, Ze pre kazdé n a lubovolné b € B,
plati h,11(gn (b)) = b, preto tiez B,, C hypt1(Ant1).

Utvorme zjednotenia elementarnych retazcov

a polozme

Potom A < A, B< B, a h,: A, — B, je zrejme surjektivny homomorfizmus. Z pod-
mienky A E T vyplyva, ze A, F T, a kedze T sa prenasa na homomorfné obrazy, tiez
B, F T, teda koneéne B F T. Podla Axiomatizacnej lemy 7.1.2 ma 7" mnoZinu pozitiv-
nych axiém.

7.6.2 Uloha. Za predpokladu (0) z dokazu Vety 7.6.1 dokazte bezospornost oboch
tedrii Th(BB) U (Th(.AA) N POS(LA)) a Th(.AA) U (Th(BB) N Neg(LB)) v jazyku LA,B,
vyskytujtcich sa v (1) resp. (2).
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8 ULTRAPRODUKTY A AXIOMATICKE TRIEDY

Nasa zaverecna kapitola je venovand konstrukcidm modelov vychadzajicim z konstrukcie
priameho stc¢inu. P6jde o tzv. filtrované suciny a filtrované mocniny. Z nich najdoélezitejsi
pripad predstavuja tzv. ultraprodukty, ktoré zachovavaju vsetky vlastnosti prvého radu,
a ultramocniny, pomocou ktorych mozno jednotnym a elegantnym spésobom vytvéarat
elementarne rozsirenia struktur. Taktiez predvedieme niekolko aplikécii tychto konstruk-
cii, no ¢itatel by si mal byt vedomy toho, Ze ide len o mala ukazku, ktorou sa moznosti
vyuzitia ultraproduktov zdaleka nevycerpavaju.

8.1 Priamy sudéin struktar

Priamym alebo kartezianskym sucinom systému mnozin (A;);c; nazyvame mnozinu
[I;cr Ai vSetkych funkcii a: I — (J;c; As takych, Ze a(i) € A; pre kazdé i € I. Tvr-
denie, Ze pre Iubovolny systém (A;);c; neprdzdnych mnozin A; je aj ich kartezidnsky
suéin neprazdny, je ekvivalentné s axiémou vyberu, ktorej platnost budeme automaticky
predpokladat.

8.1.1 Uloha. Rozmyslite si, Ze pre konecny systém (A;)"_, existuje prirodzend bijekcia
medzi ,dvoma verziami“ kartezianskeho stcinu A; X ... x A, a H:.L:l A; a explicitne
ju popiste.

Priamou alebo kartezidnskou mocninou mnoziny A s mnozinou indexov I nazyvame

priamy sucin
AT =TT A
il

v ktorom A; = A pre kazdé i € I. Ak I # (), tak mame k dispozicii prosté diagondlne
zobrazenie A — Al ktoré zobrazi kazd§ prvok a € A na konstantnt funkciu @ € A7,
¢ize a(i) = a pre vSetky i € I.

Nech (A;);cr je systém Struktir prvého rddu nad mnozinou I. Priamym sicinom
tychto struktur nazyvame struktiaru

A=]]A

i€l

so zékladnou mnozinou A = [1;c; As, v ktorej st operacné a rela¢né symboly intepreto-
vané po zlozkach, ¢ize pre Tubovolny n-arny funkcionélny symbol f, resp. n-arny relacny
symbol r jazyka L a vSetky aq,...,a, € A plati

FA s an)(@) = FA(r(d),. . ., an(d) pre kazdé i € I

Aj

(1,...,0) € RS (1(7),...,an(i)) €T pre kazdé i € I
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Uvedené definicie sa jednoducho prenest aj na lubovolné termy resp. atomické for-
muly. Samostatne si overte, ze pre lubovolny term ¢(z1,...,x,) resp. atomicka formulu

o(z1,...,2,) a prvky ag, ..., a, € A plati

tA(an, ..., an) (i) = tY (a1 (i), . . ., an (i) pre kazdé i € I
AEplar,...,an) & AiEolai(i),. .. an(i) pre kazdé i € I

Pre tplnost este definujeme priamy sucin prazdneho systému Struktir (zodpovedajici
pripadu I = () ako jednoprvkovu $truktiru s operaénymi symbolmi interpretovanymi
jedingym moznym spésobom a s plnymi relaciami.

Ak je indexova mnozina I zrejmé z kontextu, piSeme len [] A; resp. [] A;.

Priamou alebo kartezidnskou mocninou Struktury A s mnozinou indexov I nazyvame

priamy sucin
AT
iel

v ktorom A; = A pre kazdé i € I. Zrejme ak I # (), tak diagonalne zobrazenie A — A!
je vnorenim $truktiry A do jej priamej mocniny A’, ¢ize A — A”.

Pre Iubovolnt formulu ¢(z1,...,z,) jazyka L definujeme jej booleovski pravdivostni
hodnotu na prvkoch ag,...,a, € [[ A; ako mnozinu
[p(on,...,on)] ={i€l: A E o(aq(i),...,on(i)}
Zrejme [p(aq,...,a,)] C I, teda booleovskad pravdivostnd hodnota [p(aq,...,a,)] je

prvkom Booleovej algebry P(I) vSetkych podmnozin mnoziny 1.
Vsimnite si, ze v priamej mocnine nadobuda booleovska pravdivostna hodnota na
konstantnych funkciach len dve hodnoty.

8.1.2 Tvrdenie. Nech I je neprizdna mnozina, A je §truktira a @(x1,...,x,) je for-
mula. Potom pre vsetky aq,...,a, € A plati

I ak AF p(ay,...,ay)

[go(&l,...,ﬁn)]:{@ akA’?/(P(alw"van)

Booleovska pravdivostna hodnota formil zachovava prirodzeny stvis medzi logic-
kymi spojkami a booleovskymi operaciami v Booleovej algebry P(I). Jednoduchy dékaz
nasledujiceho tvrdenia prenechdvame ako cvicenie ¢itatelovi.

’

8.1.3 Tvrdenie. Nech (A;)icr je systém Struktir a p(x1,...,2z,), Y(x1,...,2,) St
formuly. Potom pre lubovolné aq, ..., a, € [ A; plati
[Co(ar,...,an)] =1 N [p(ag, ..., a,)]
[(QO A Qp)(al? ) an)] = [gO(CEl, SRR an)] M [Qp(alv SRR an)]
[(QO \ Qp)(al? ) an)] = [gO(CEl, SRR an)] U [Qp(alv SRR an)]

Pre booleovskt pravdivostni hodnotu existen¢ne kvantifikovanych formil plati tzv.
princip maximality.
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8.1.4 Tvrdenie. Nech (A;)icr je systém struktir a o(x z1,...,x,) je formula. Potom
pre lubovolné ay,...,a, € [[A; existuje ag € [[ A; také, Ze pre lubovolné a € [] A;
plati

[p(a,a1,...,00)] Clp(ap, a1,...,an)] = [(Fx)p(z, 04, ..., 00)]

Dokaz. Oznacme

J=[3z)p(z,0n,...,00)] = {i € I: (Fa; € A;)(A;i E (as, an(i), ..., an(i)))}

S pouzitim axiémy vyberu definujeme funkciu ag € [] 4; takto:
(0 a; kde pre prvok a; € A; plati p(a;,a1(i),...,a,(i)), ak i € J
ao(i) =

0 a; kde a; je Tubovolny prvok mnoziny A;, ak ¢ ¢ J
Overenie, Ze funkcia aq spliia vietky pozadované podmienky, prenechavame ¢itatelovi.

Nasledujtice dve tvrdenia ukazujt, Ze booleovské pravdivostna hodnota spliia pod-
mienky analogické axiomam rovnosti. A s pouzitim tychto axiém ich naozaj mozno
jednoducho overit — skiiste samostatne.

8.1.5 Tvrdenie. Nech (A;)icr je systém struktir. Potom pre lubovolné o, B,y € [] A;
plati

8.1.6 Tvrdenie. Nech (A;)icr je systém struktir, t(xq,...,x,) je term a p(x1,...,2Ty)
je formula jazyka L. Potom pre lubovolné oy, B, ..., an, Bn € [[ Ai plati

[y = BN N fan = 6] C [tHar, ... an) =t(B1, -, Bn)]
[ar = B1]N.. Ny = Bu] N[e(ag,...,an)] C [P, .., 0n)]

Vsimnite is, Ze pre atomicka fomulu ¢(z1, ..., z,) plati
HAi Folar,...,an) < Jplag,...,an)] =1
iel

¢ize na jej splnenie je potrebné, aby ,platila vsade“. Na druhej strane pre jej negaciu
—¢(x1,...,T,) mame

[TAE—plar,...,an) & [p(e,...,an)] #0

il
teda na jej splnenie postacuje, aby platila aspon v jednej zo struktur A;. Inak povedané,
nasa definicia struktary [].4; méa za nasledok, Ze pre spliianie formtl rozneho syntaktic-
kého tvaru platia rozne kritéria na ich booleovskt pravdivostni hodnotu. V nasledujtcich
troch paragrafoch sa pokusime v tejto situdcii trochu zorientovat.
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8.2 Filtre a ultrafiltre

Filtrom na mnozine I nazyvame Iubovolnt neprazdnu mnozinu D C P(I) taka, Ze pre
Iubovolné X,Y C I plati

(a) ak X e Da X CY, tak Y € D;

(b) ak X, Y € D, tak aj X NY € D.

Miesto nazvu filter sa niekedy pouziva nazov dudlny idedl. Podmienky (a), (b) maju za
néasledok, ze pre fubovolné X,Y C I plati X NY € D préave vtedy, ked zarovenn X € D
aY eD.

Zrejme kazdy filter obsahuje celi mnozinu I a jednoprvkovd mmnozina D = {I} je
najmensi zo vSetkych filtrov na mnozine I — hovorime mu trividlny filter. Aj systém
P(I) vsetkych podmnozin mnoziny I tvori filter na I — hovorime mu nevlastny filter.
Ostatné filtre nazyvame vlastné. Zrejme filter D je vlastny prave vtedy, ked () ¢ D.
Niektori autori pod pojmom filter rozumeju iba vlastny filter. Trochu vSeobecnejsie, pre
kazdd mnozinu J C I je

PyI)={XCI:JCX}

filtrom na mnozine I; takéto filtre nazyvame hlavné filtre. Zrejme na konecnej mnozine
I st vsetky filtre hlavné. Na nekonec¢nej mnozine vSak existuja aj nehlavné filtre, t.].
také, ktoré nemaju najmensi prvok. Prikladom je tzv Fréchetov filter

F(I)={X C I: mnozina I \ X je konecna}

Zrejme pre kone¢ni mnozinu I splyva Fréchetov filter F(I) s nevlastnym filtrom P(I).
Ak je vSak I nekonecnd, tak F(I) je netrivialny, vlastny a nehlavny filter na I.

Dalsie priklady filtrov poskytuj topologické resp. meratelné priestory. V topologic-
kom priestore (X, 7)) tvori pre kazdy bod z € X mnozina

V(@) ={VCX:3BUeT)(zelUCV)}

filter na mnozine X nazyvany filtrom okoli bodu x.
Podobne, ak X = (X, B, 1) je meratelny priestor s tiplnou mierou x (t. j. pre lubovolné
A, B C X zpodmienok A C B € Ba u(B) =0vyplyva A € Ba u(A) =0), tak mnozina

ZX)={ACX: u(X N A) =0}

tvori filter na X.

Intuitivne sa na (vlastny) filter D na mnozine I pozerame ako na systém jej pod-
mnozin, ktoré su z istého hladiska ,velké“, preto ich prislusny filter ,zachyti“. Pritom
takychto hladisk méze byt mnoho — kazdy (vlastny) filter predstavuje jednu z moznosti.
Ak mé byt vsak takéto hladisko ,rozumné“, uréite musi splitat podmienku (a); pod-
mienka (b) vyjadruje idealizujicu poziadavku, Ze doplnok ,velkej“ mnoziny musi byt
,maly“, pricom zjednotenie dvoch ,malych®“ mnozin by mala byt opit ,mala“ mnoZina.

Filter D na mnozine I nazyvame ultrafiltrom, ak D je vlastny filter a pre Tubovolni
mnozinu X C I plati X € D alebo I ~ X € D (pre vlastny filter moze nastat iba jedna
z tychto dvoch moznosti). Zrejme pre lubolny prvok i € I je hlavny filter

P ={XCI:ieX)
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ultrafiltrom na mnozine I. Nas vSak zaujimaju najméi nehlavné ultrafiltre — také vsSak
mozu existovat len na nekoneénych mnozinach. Zrejme to musia byt ultrafiltre, ktoré
rozsiruju Fréchetov filter F(I).

Samostatne si premyslite, Ze filter D na mnozine [ je ultrafilter prave vtedy, ked
je to maximalny vlastny filter na I. Z Axidémy vyberu, presnejsSie z jej ekvivalentnej
formulacie v tvare Zornovej lemy alebo Hausdorffovho principu maximality tak vyplyva
nasledujuci vysledok. Systém podmnozin & C P(I) mnoziny I nazyvame centrovany, ak
pre lubovolny koneény pocet mnozin Xi,...,X,, € S plati X;N...NX,, # 0.

8.2.1 Tvrdenie. Nech S je lubovolny centrovany systém podmnozin mnoziny I. Potom
existuje ultrafilter € na I taky, Ze S C &£. $pecidlne, pre lubovolny vlastny filter D na
mnozine I existuje ultrafilter £ na I taky, Ze D C &.

8.3 Filtrované suéiny

Zakladna myslienka konstrukcie filtrovaného stcinu spociva v istom oslabeni poziadaviek
na rovnost funkcii v priamom siéine a na ich zaradenie do relacii zodpovedajicich re-
laénym symbolom prislusného jazyka. Funkcie z priameho stc¢inu, ktoré sa rovnaja na
,velkej“ podmnozine indexovej mnoziny, stotoznime, a na zaradenie nejakej n-tice funkcii
do prislusnej relacie postaci, ak st jednotlivé zlozky prvkov tejto n-tice v prislusnych
reldciach na jednotlivych ¢initeloch pre ,velk“ mnozinu indexov. Presnejsi popis celej
konstrukcie nasleduje.

Nech (A;)ier je systém mnozin a D je filter na mnozine I. Pre lubovolné funkcie
a, B € [] A; polozime

a=pf & [a=p]€D

Z vlastnosti filtra a booleovskej pravdivostnej hodnoty okamzite vyplyva, ze =p je relacia
ekvivalencie na mnozine [],.; A;. Faktorovii mnozinu [],.; A; /=p budeme znagit

HAi/D alebo len HAi/D

il
a nazyvat filtrovangm alebo redukovanym sucinom systému mnozin (A;);c; podla fil-
tra D. Triedu ekvivalencie funkcie o € [ A; zna¢ime oP. Zrejme priradenim o — aP je
uréené kanonické surjektivne zobrazenie [], ; A; — [[;c; Ai/D priameho stéinu [] A,
na filtrovany staéin [] A4; /D.
Ak (A;)ier je systém Struktar prvého radu, tak filtrovangm alebo tiez redukovangm
sucinom tohto systému nazyvame Struktiaru

A/p=T]Ai/P

iel

iel el

so zdkladnou mnozinou [, ; A; / D, na ktorej su specifické symboly prislusného jazyka
L interpretované takto:

FAP(@P, . al) = A, an)P

(a?,...,af) er*? o [r(o,...,an)] €D
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pre lubovolny n-arny funkcionalny symbol n resp. n-arny relaény symbol r a vSetky
at, ..., €[] A

Vlastnosti filtrov a booleovskej pravdivostnej hodnoty zarucuja, ze uvedené definicie
su korektné, teda nezavisia od jednotlivych reprezentantov ay tried ekvivalencie Ozf pre
k=1,...,n. (Rozmyslite si samostatne.) Kanonické zobrazenie [ A; — [] A;/D dané
priradenim o — aP je potom homomorfizmom priameho stéinu [].A; na redukovany
stcin [T.A;/D.

Ak J C I aD=Py(I) je hlavny filter, tak priradenie o — « [ J, ktoré kazda funkciu
a € [];c; Ai zobrazi na jej ztzenie a [ J € [[,.; Ai, ma tu vlatnost, Ze
alJ=plJ & JCla=0 & a=pf

pre lubovolné a, 3 € [] A;. Teda priradenim a® — « | J je definované bijektivne zobraze-
nie [[;.; A; /D — [1;c; As. Citatel by si mal samostatne premysliet, Ze to je dokonca
izomorfizmus filtrovaného sucinu ], ; A; / D na priamy saéin [[,.;.A;. V niektorych
specialnych pripadoch dostavame

icJ

IT A / D=4 pre trivialny filter D = {I}

i€l i€l

HAi/D = A pre hlavny ultrafilter D ={X C I:j € X}
icl

H Ai/D = H A; pre nevlastny filter D = P(I)

iel i€l

Kazdopadne je vsak jasné, ze redukované sic¢iny mozu priniest nie¢o nové v porovnani
s priamymi stic¢inmi jedine v pripade nehlavnych filtrov.

Filtrovanou alebo redukovanou mocninou Struktiry A s mnozinou indexov I podla
filtra D na I nazyvame filtrovany stcin

AI/D: H.Ai/'D

iel

v ktorom A; = A pre kazdé i € I. Priradenie a — a”, ktoré zobrazi kazdy prvok a € A
na triedu ekvivalencie a? € Af / D konstantnej funkcie @ € A!, nazyvame diagondlnym
zobrazenim mnoziny A do jej filtrovanej mocniny A’ / D. 7 vlastnosti filtrov a booleovskej
pravdivostnej hodnoty okamzite vyplyva nasledujiice pozorovanie. Dékaz prenechavame
Citatelovi.

8.3.1 Tvrdenie. Nech A je Struktira a D je vlastny filter na neprdzdnej mnozine 1.
Potom diagondlne zobrazenie A — AI/D je vnorenim Struktury A do jej filtrovanej
mocniny AI/D, cize A — AI/D.
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8.3.2 Priklad. (a) Filtrovana mocnina RY /F podla Fréchetovho F = F(N) filtra po-
zostava z tried ekvivalencie o vSetkych redlnych postupnosti a : N — R, pricom
postupnosti «, B predstavuju tu istu triedu ekvivalencie prave vtedy, ked sa rovnaju
,skoro vSade“, t.j. vSade nanajvys s vynimkou prvkov n € J nejakej kone¢nej mnoziny
JCN

(b) Nech X = (X, B, i) je meratelny priestor s uplnou mierou p a Z2 = Z(X) je filter
na X pozostavajici zo vsetkych mnozin A C X, ktorych doplnok ma mieru 0. Potom
filtrovana mocnina R¥ / Z pozostava z tried ekvivalencie a® vSetkych redlnych funkecii
a: X — R, pricom funkcie «, 8 predstavuju tu ista triedu ekvivalencie prave vtedy, ked
sa rovnaju ,,skoro vsade“, t.j. vSade nanajvys s vynimkou prvkov z € B nejakej mnoziny
B € B miery 0.

8.3.3 Uloha. (Frayne-Morel-Scott) (a) Nech K # 0, (Iy)rex je systém neprazdnych
po dvoch disjunktnych mnozin a I = (J, o4 Ix. Nech dalej (A;)icr je systém neprazd-
nych mnozin. Zobrazenie h z priameho stcinu [],.; A; do iterovaného priameho stcinu

[lrex ( [Lics, Ai) je dané predpisom
h(a)(k) = al Iy

pre a € [[,c; Ai, k € K. Dokazte, ze h je bijektivne zobrazenie. Za predpokladu, ze
(A;)icr je systém Struktur jazyka prvého radu L dokazte, ze

he TL A — H(HAZ-)
el keK “Miel

je izomorfizmus L-Struktar.
(b) Nech dalej £ je filter na mnozine K a pre kazdé k € K nech Dy je filter na mnozine
I;.. PoloZzme
D={XCIl:{keK: XNI,eDy} &}

Dokazte, ze D je filter na mnozine I.
(c) Dokézte, ze D je ultrafilter prave vtedy, ked £ je ultrafilter a

{k € K: Dy, je ultrafilter} € £

(d) S vyuzitim zobrazenia h z (a) zostrojte prirodzent bijekciu medzi filtrovanym
sacinom [[,.; 4; / D a iterovanym filtrovanym stic¢inom

I1 ( IT 4/ Dk> / £
keK “Niely
(e) Dokézte, ze bijekcia popisand v (d) je izomorfizmom L-$truktar

[T4/p— H(HAZ»/D;C)/E

el keK “Miely
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8.4 Ultraprodukty

Ultraproduktom systému (A;);c Struktar prvého radu nazyvame redukovany sicin

HAZ»/D

i€l

tohto systému podla nejakého ultrafiltra D na mnozine I. KedZe pre hlavny ultrafil-
ter D = Pg;y(I) plati [[A;/D = Aj, budeme sa zaujimat hlavne o ultraprodukty
podla nehlavnych ultrafiltrov. Také mozu existovat iba na nekoneénych mnozinéch. Zrej-
me ultrafilter D na nekonefnej mnozine I je nehlavny prave vtedy, ked je rozsirenim
Fréchetovho filtra, t.j. plati pren F(I) C D.

Spliianie formil v ultraproduktoch mozno plne charakterizovat pomocou ich booleov-
skych pravdivostnych hodnét.

8.4.1 Losova veta. Nech (A;)icr je systém Struktir a D je ultrafilter na mnozine I.
Potom pre lubovolni formulu ¢(z1,...,2,) a prvky aq, ..., € [[ A; plati

HAi/DIZgo(a?,...,aE) & [plag,...,an)] €D

3
Inak povedané, n-tica prvkov aP, ..., aP € [] A; / D spliia formulu ¢ v ultraprodukte
[Ticr A / D prave vtedy, ked booleovska pravdivostna hodnota [p(a, ..., ay)] je ,,velkd®
v zmysle ultrafiltra D, to znamenda prave vtedy, ked n-tica funkcii aq,...,a, € [] A;

spliia po zlozkach formulu ¢ pre ,velkt® mnozinu indexov i € I.

Dokaz. Dékaz mozno vykonat jednoducho indukciou podla zlozitosti formuly .

Ak ¢ je atomicka, tak platnost uvedenej ekvivalencie vyplyva z definicie operécii a
relacii vo filtrovanych st¢inoch. Predpokladajme teda, ze uvedena ekvivalencia plati pre
formuly p(x1,...,2,), ¥(z1,...,2,) a lubovolné prvky ay,...,a, € [[A;. Za tohto
predpokladu overime jej platnost aj pre formuly —¢ a ¢ A 9.

Za uvedenych predpokladov pre fubovolné aq, ..., a, € [[ A; nasledujice podmienky
su ekvivalentné:

HAi/DIZ—'go(ozlp,...,aE)
HAZ-/DE‘QO(Q?,...,QE)

[p(a1,...,a)] ¢ D
[~p(ar,...,an)] =1~ [p(a1,...,a,)] €D

Pritom ekvivalencia podmienok v druhom a trefom riadku je zaruc¢ené indukénym pred-
pokladom a ekvivalencia podmienok v tretom a $tvrtom riadku vlastnostami booleovskej
pravdivostnej hodnoty a ultrafiltrov.
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Podobne, pre Tubovolné oy, ..., a, € [[ A; nasledujice podmienky st ekvivalentné:
[TA4:/DE@@re)(@Pl,....aD)
HAi/DIZgo(a?,...,aE) A HAi/Di:w(a?,...,aE)
[o(ar,...,an)] €D A [Y(aq,...,an)] €D
[(90 A ’17/))(041, SRR an)] = [90(0417 SRR an)] N [r‘l}(ala SRER) an)] €D

Pritom ekvivalencia podmienok v druhom a trefom riadku je zaruc¢ené indukénym pred-
pokladom a ekvivalencia podmienok v trefom a $tvrtom riadku vlastnostami booleovskej
pravdivostnej hodnoty a Iubovolnych filtrov.

Predpokladajme dalej, Ze uvedend ekvivalencia plati pre formulu ¢(z,x1,...,z,) a
Tubovolné prvky a, aq,...,a, € [[ A;. Za tohto predpokladu overime jej platnost aj pre
formulu (3z)¢(x,z1,...,2,). Za uvedenych predpokladov pre Iubovolné a,...,a, €

[] A; st nasledujice podmienky ekvivalentné:
H.Ai/D F (Elx)gp(a:, ol .. .,045)

<3a c HAZ-> <HAZ-/DF= go(ap,a?,...,ozg))

(Ela € HA’> ([p(e, a1, ..., )] € D)
[(Fz)p(x,aq,...,a,)] €D

Pritom ekvivalencia podmienok v druhom a tretom riadku je zarucend indukénym pred-
pokladom a ekvivalencia podmienok v tretom a Stvrtom riadku principom maxima pre
booleovskt pravdivostni hodnotu a a vlastnostami lubovolnych filtrov.

Vsimnite si, ze indukéné kroky pre konjunkciu a existenény kvantifikdtor by presli
pre Tubvolny filter D; podmienku, Ze D je ultrafilter, sme potrebovali iba v indukénom
kroku pre negaciu.

Bezprostrednym dosledkom Losovej vety je fakt, Ze ultraprodukt modelov fubovolnej
tedrie prvého radu je sim modelom tejto tedrie.

8.4.2 Dosledok. Nech T je tedria prvého radu, D je ultrafilter na mnoZine I a (A;)icr
je systém struktur taky, zZe A; E T pre kazdé i € I. Potom tieZ

[[A/pET

i€l

8.4.3 Dosledok. Nech A je struktira prvého radu a D je ultrafilter na mnoZine I.
Potom diagondlne zobrazenie a — G° je elementdrnym vnorenim A =, AI/D Struktury
A do jej ultramocniny A'/D.

Doékaz. Staéi overit, ze pre lubovolnu formulu ¢(z1,...,x,) a prvky ai,...,a, € A
z podmienky A F p(aq,...,ay,) vyplyva, ze .AI/D F cp(ﬁ?, e ,65). Za uvedeného pred-

pokladu vsak plati [p(aq,...,a,)] = I € D, teda pozadovany zaver vyplyva z LoSovej
vety.
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8.4.4 Uloha. Nech A = (4;...) je struktira nekone¢nej mohutnosti |A| = « takej, ze
a0 = o (ttto podmienku spliia napr. mohutnost kontinua o = 2%0). Nech dalej I je
nekonecné spocitatelnd mnozina (napr. I = N) a D je nehlavny ultrafilter na I. Dokazte,
7e ultramocnina, A’ / D je vlastnym elementarnym rozsirenim Struktary A rovnakej mo-
hutnosti ’AI/D’ = Q.

8.5 Nestandardna analyza

Konstrukcia ultramocniny umoziuje rozsirit obor realnych ¢isel do ¢iselného systému,
ktory obsahuje ,nekone¢ne malé* aj ,,nekonec¢ne velké“ veli¢iny a vyuzit ich pri budovani
infinitezimalneho, t.j. diferencidlneho a integralneho poc¢tu v ponati blizkom jeho his-
toricky povodnej podobe, aki mu vtlacili jeho zakladatelia Isaac Newton a Gotfried
Wilhelm Leibniz. Matematické disciplina, ktora s vyuzitim metéd matematickej logiky a
tedrie modelov skiima rozne klasické matematické struktiry pomocou ich elementarnych
rozsireni, kde si obohatené o rézne typy idedlnych prvkov, sa nazyva nestandardnd
analyza. Jej zéklady polozil v 60. rokoch 20. storo¢ia Abraham Robinson. ,Nestandardné
metody“ sa v sicasnosti pouzivaju v réznych oblastiach matematiky, napr. v teérii miery
a pravdepodobnosti, v topoldgii, funkcionalnej analyze, v ergodickej tedrii, dynamickych
systémoch atd., takze rehabilitaciou pévodného infinitezimalneho poc¢tu sa vyznam nes-
tandardnej analyzy ani zdaleka nevycerpava. V tejto kratkej ukazke vsak naznacime iba
niekolko jej zdkladnych myslienok, tykajtcich sa prave infinitezimélneho poctu redlnych
funkcii jednej realnej premennej.

Kvoli konkrétnosti si za indexovit mnozinu I zvolime mnozinu vSetkych kladnych
celych ¢isel, teda I = {1,2,3,...}; jej ulohu by vSak mohla zohrat Tubovolné nekoneén4
mnozina. Dalej nech D je Iubovolny nehlavny ultrafilter na mnozine I; to znamena, ze
plati F(I) C D. Pre Iubovolnu struktaru A akéhokolvek jazyka prvého rddu L budeme
jej ultramocninu A’/D znagit *A. Specidlne pre mnozinu A kladieme *A = A’/D a kazdy
prvok a € A stotoznime s jeho obrazom @’ v diagonilnom vnoreni A — *A.

Mnozinu *R = RI/D nazyvame mnozinou vsetkych hyperredalnych cisel. Podobne
mozno zaviest hyperprirodzené, hypercelé, hyperraciondlne ¢i hyperkomplexné ¢isla. Do-
hodneme sa, ze L = (F, R,v) je jazyk prvého radu, ktorého $pecifické symboly zahfniaju
typické znaky pre operacie s¢itania + a nasobenia -, konstanty 0 a 1, relacie usporiadania
< aj <, ako aj obvyklé znaky pre vsetky funkcie, operacie, konstanty a relacie bezne
pouzivané v matematickej analyze, napr. funkcie absolitna hodnota |z|, exponenciala
e”, sinus sinx, kosinus cosx, operdcie delenia z/y, umocnovania z¥, konstanty , e,
jednomiestne predikaty Z(x) ,,byt celym &islom®, Q(z) ,,byt raciondlnym &islom®, R (x)
,byt kladnym (redlnym) ¢islom® a pod. Potom R oznacuje L-Struktiru so zdkladnou
mnozinou R, v ktorej si vSetky Specifické symboly jazyka L interpretované prirodzenym
(t.j. standardnym) sposobom. Ultramocninu

*R=R'D

nazyvame nestandardnym rozsirenim struktary R. Kym intrepretacie Specifickych sym-
bolov jazyka L v Struktire R budeme znacit prislusnym symbolom samotnym, inter-
pretaciu symbola s v Struktire *R budeme znacif *s. Ked nehrozi nedorozumenie,
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budeme najmi pri symboloch s ustdlenym vyznamom, ako napr. +, -, 0, 1, 7, e, |z,
sinzx, cosx, < a pod., tito hviezdicku vynechavat. O kazdej funkcii f: P — R, ktoru
hodlame studovat, budeme predpokladat, ze f aj jej definiény obor P C R ,, maji men&*
vyjadrené Specifickymi symbolmi, ¢i aspon termami alebo formulami jazyka L. Takejto
funkcii potom zodpoveda funkcia *f: *P — *R, ktora spliia podmienky P C *P C *R
a *f(x) = f(x) pre x € P. Kedze R < *R, *f m4 v istom dobre definovanom zmysle
yrovnaké vlastnosti“ ako pévodna funkcia f.

Zuzenim struktur R a *R do jazyka so Specifickymi symbolmi +, -, 0, 1 a < dostavame
usporiadané polia Rg = (R;+,-,0,1,<) a *Ry = (*R;+,-,0,1, <), pricom stéle plati
Ro < *Ro. Usporiadané pole *R vSak obsahuje ,nekonecne velké* a ,nekonec¢ne malé“
Cisla (veli¢iny). Hovorime, Ze hyperredlne ¢islo x € *R je konecne velké, pripadne tieZ
ohranicené alebo len konecné, ak existuje kladné realne ¢islo r € R také, ze |z| < r.
V opa¢nom pripade hovorime, ze x je nekoneéne velké, pripadne tiez neohranicené alebo
len nekonecné hyperrealne c¢islo. Hovorime, Ze hyperrealne ¢islo x € *R je nekonecne
malé alebo tiez infinitezimdlne, ak pre kazdé kladné reédlne ¢islo » € R plati || < r.
Lahko mozno nahliadnut, Ze mnozina

F'R = {z € "R: @r e RT)(jz| < 1)}

vietkych koneénych hyperrealnych éisel tvori konvezny podokruh® usporiadaného pola
*Ro. Mnozina
I'R={z € "R: (Vr e R")(Jz| <r)}

vSetkych nekonecne malych hyperrealnych ¢isel tvori konverny idedl usporiadaného okru-
hu (F*R; +,-,0,1, <).

Citatel by si mal samostatne rozmysliet, Ze pre postupnost a = (1,2,3,...) € RI,
t.j. a(i) = i pre i € I, plati aP € *R \ F*R, to znamena, 7e aP je kladné nekonecne
velké hyperrealne ¢islo. Na druhej strane, pre postupnost 3 = (1,1/2,1/3,...) € RY t.j.
B(i) = 1/i prei € I, plati 0 # 8P € I*R, teda 37 je kladné nekone¢ne malé hyperrealne
¢islo. Vo vseobecnosti plati, Ze hyperredlne ¢islo = je nekoneéne velké prave vtedy, ked
jeho prevratend hodnota 1/x je nekoneéne mala.

KedZe mnozina I*R nekone¢ne malych ¢isel tvori zaroven podgrupu abelovskej grupy
(*R; +,0), vztahom

rr~y & r—yel'R

je definovand relacia ekvivalencie na mnozine *R nazyvana reldciou alebo ekvivalenciou
nekonecnej blizkosti pripadne ekvivalenciou nerozlisitelnosti. Mnozinu

)=z +T'R={y e "R: y~x}

vSetkych hyperrealnych ¢isel nekoneéne blizkych k ¢islu (bodu) « € *R nazyvame zhodne
s Leibnizom monddou ¢isla (bodu) z. Zrejme p(0) = I*R a kazdd monada p(x) je
konvexna podmnozina mnoziny *R.

6Podmnozinu X ¢iasto¢éne usporiadanej mnoziny (A; <) nazyvame konvexnou, ak pre Iubovolné
z,y,z€ Aplati (z,z€e X Nz <y<z)=>yeX.
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Ku kazdému koneénému hyperredlnemu ¢islu = existuje prave jedno (Standardné)
redlne Cislo r také, Ze © = r; toto redlne ¢islo nazyvame standardnou castou alebo
tienom cisla x a znacime ho

r=stx ="
Pre citatela s istymi vedomostami z topoldgie dodévame, ze pre x € F*R urcené po-
stupnostou & € R, t.j. x = &P, plati ° = r prave vtedy, ked postupnost ¢ konverguje
k bodu r podla ultrafiltra D.” Z toho vyplyva, Ze konvergencia

lim &(i) =7

11— 00
v ,beznom“ vyzname (t.j. podla Fréchetovho filtra F(I)) je postacujicou (nie vSak
nutnou) podmienkou pre rovnost °z = r.

Z nasich avah vyplyva, ze faktorovd mnozina F*R /T*R = F*R /~ je tvorend monadami
w(x) ohranicenych hyperredlnych ¢isel x € F*R. Faktorizaciou usporiadného okruhu
(F*R; +,-,0,1, <) podla jeho konvexného idedlu I*R tak opit dostaneme usporiadany
okruh (F*R/T*R; +, -, 0,1, <). Specialne pre usporiadanie v tomto okruhu plati

pa) <upy) & <y Azzy)
) <ply) « (@<yVaery)

NavySe priradenim p(x) — stz je korektne definovany izomorfizmus usporiadanych
okruhov (F*R/T*R;+,-,0,1,<) = (R;+,-,0,1, <), z ktorého okrem iného vyplyva, ze
(F*R/T*R; +,-,0, 1, <) je usporiadané pole.

8.5.1 Uloha. Podobne mozno zaviest aj mnoziny vsSetkych koneénych hyperracionél-
nych ¢isel F*Q a nekonecne malych hyperracionalnych ¢isla I*Q a vytvorit faktorovy
usporiadany okruh (F*Q/I*Q; +, -, 0, 1, <). Samostatne si premyslite, ktord z dvoch moz-
nosti

(F*@/H*@a +7 "y 07 17 <) = (@a +7 K 07 17 <)

resp.
(F*Q/H*Q7 +7 Yy 07 17 <) = (Ra +7 Yy 07 17 <)

skutoc¢ne nastava, a zdévodnite preco.

Skutoc¢nost, Ze usporiadané polia Ry = (R;+,-,0,1,<) a *Ro = (*R; +,-,0,1, <) st
elementarne ekvivalentné, ktora vyplyva z elementarnej inklazie Ry < *R, znamena len
tolko, ze Rg a *Ro maju rovnaké vlastnosti vyjadritelné v jazyku usporiadanych poli.
Pokial vSak ide o iné vlastnosti, mozu sa vyrazne lisit. Napr. v Ro plati veta supreme,
teda kazda zhora ohranicend mnozina X C R ma supremum v R. Na druhej strane,
mnoziny I*R C *R, F*R C *R st obe ohrani¢ené v *R (prva lubovolnym kladnym
¢islom r € R, druhd Tubovolnym nekoneénym kladnym ¢islom z € *R). Lahko sa vSak
mozno presvedcit, Ze ani jedna z nich nemda v *R supremum. Z faktu, za Struktiara *R,

"Postupnost o: I — R konverguje k redlnemu &islu a podla filtra D na mnozine I, ak pre kazdé
redlne ¢islo € > 0 existuje mnozina X € D taka, ze |a(k) — a| <  pre kazdé k € X.
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je elementarnym rozsirenim Struktary Ry vyplyva existencia suprema len pre vsetky
zhora ohraniené mnozinu tvaru X = {z € *R: p(z,a1,...,a,)}, kde o(z,21,...,2,)
je formula v jazyku usporiadanych poli a aq,...,a, € *R. V désleku toho vidime, ze
mnoziny I*R, F*R sa v takomto tvare vyjadrif nedaji. Podobné tivahy sa vzfahuju aj
na bohatsi jazyk L a L-Struktary R < *R.

Nasledujuce tri vety, ktoré uvadzame bez dékazov, charakterizuja tri zdkladné pojmy
matematickej analyzy (spojitost, derivaciu a ur¢ity integral) pomocou nekoneéne malych
a nekonecne velkych veli¢in. Zaroven ich vSak mozno chapaf ako definicie uvedenych
pojmov. V tom pripade by sa vSak opif patrilo dokdzat, Ze zodpovedajice Standardné
definicie tychto pojmov st s nimi ekvivalentné. Ponechavame na osobné posudenie ci-
tatela, ¢i povazuje za intuitivne ndzornejsie Standardné alebo nestandardné formulécie.

8.5.2 Veta. Nech P C R a f: P — R je lubovolnd funkcia pomenovand v jazyku L.
Potom
(a) f je spojitd v bode a € P prave vtedy, ked pre vSetky x € *P plati
r~a = *f(z)~ f(a);
(b) f je spojitd na mnozine P prave vtedy, ked pre vsetky a € P, x € *P plati
r~a = *f(z)~ f(a);
(¢) f je rovnomerne spojita na mnozine P prdve vtedy, ked pre vsetky x,y € *P plati
vy = *f(z) = *f(y).

Pripominame, ze bod a € P mnoziny P C R nazyvame jej vnutornym bodom, ak
existuje kladné ¢islo ¢ € R také, ze (a —e,a + ¢) C P. Mozno dokazat, ze a € P je
vnatornym bodom tejto mnoziny prave vtedy, ked u(a) C *P.

8.5.3 Veta. Nech P C R a f: P — R je lubovolnd funkcia pomenovand v jazyku L
a a € P je vnutorny bod mnoZiny P. Potom funkcia f md v bode a konecni derivaciu
prave vtedy, ked existuje redlne c¢islo v také, Ze pre kazdé nekonecné malé ¢islo d # 0
plati

V takom pripade piSeme

f'(a) = d];f:) :r:st<*f(a+62_f(a))

a toto Cislo nazyvame derivdaciou funkcie f v bode a.

Riemannovsky urc¢ity integral mozno definovat pomocou ,nekoneénych integralnych
suctov” zodpovedajacich infinitezimdlnym deleniam daného intervalu. Rigordzne zave-
denie takychto suctov by si vyziadalo eSte niekolko jemnejSich tvah navyse, ktoré si
tentokrat odpustime. Prvotné predstavy, na ktorych spocivaji nasledujice pojmy a na
nich zalozena konstrukcia, st vSak do znac¢nej miery intuitivne jasné. Staci, ak pozna-
mename, ze mnozinu resp. postupnost nazyvame hyperkonecnou, ak jej mozno zmyslu-
plne priradif nejaké hyperprirodzené ¢islo n € *N ako pocet jej prvkov resp. ¢lenov.
Pritom ak n € *N \ N, tak tdto mnozina resp. postupnost je v Standardnom zmysle
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nekone¢na. Cisla tvoriace hyperkoneén postupnost (ci,...,c,) € *R™ mozno navyse
séitat a s ich st¢tom Y | ¢, mozno nardbat v istom dobre definovatelnom zmysle rov-
nako ako s kone¢nymi stctami.

Nech a < b st (Standardné) redlne ¢isla. Delenim intervalu [a,b] nazyvame hyper-
koneént postupnost (cg,c1,...,¢,), kde n € *N| takt, ze a = cg < ¢1 < ... < ¢, = b.
Hovorime, Ze (cg,c1, ..., ¢y) je infinitezimalne delenie intervalu [a, b, ak cx_1 ~ ¢ pre
kazdé 1 < k < n. Zrejme ak (cg,c1,...,c,) je infinitezimélne delenie intervalu [a, b],
tak n € *N N, ¢ize n je nekoneéne velké hyperprirodzené ¢islo. Integrdlnym suctom
prislachajicim k deleniu (¢, ¢1, . . ., ¢,) nazyvame kazdy siacet tvaru

> fw) (e — )
k=1

kde (z1,...,x,) je hyperkoneéna postupnost vybranych bodov zy € [cp_1,ck]| z jed-
notlivych diel¢ich intervalov [cx_1, cx] C [a, b].

8.5.4 Veta. Nech a < b si redlne ¢isla a f: [a,b] — R je lubovolnd funkcia pomenovand
v jazyku L. Potom funkcia f je riemannovsky integrovatelnd na intervale [a,b] prdve
vtedy, ked existuje realne ¢islo S také, Ze pre vetky infinitezimadlne delenia (co,c1, . .., Cpn)
intervalu [a, b] a vybrané body xy, € [ck—1,ck] pre 1 < k <n plati

> f(@n)(er —cpa) = S
k=1

V takom pripade piSeme

[ s =s - t(; (e — )

a toto ¢islo nazyvame urcitym integrdlom funkcie f na intervale [a,b]. Specidlne, ak
ne* NN d=(b-a)/n~0ac =a+kdpre0 <k < n, tak (co,c1,...,¢n)
je rovnomerné infiniteziméalne delenie intervalu [a, b]. V tom pripade pre riemannovsky
integrovateln funkciu f: [a,b] — R a Tubovolny vyber bodov =y € [cr_1, cx| plati

/a fle)de = 5 = st(é*f(xk) d) —(b—a) st(% ; *f(mk))

&ize Standardné Cast aritmetického priemeru = Y7, *f(xy) predstavuje stredni hodnotu
funkcie f na intervale [a, b].

Na zaver este poznamenajme, ¢o si niektori pozorni citatelia vsimli mozno aj sami.
Skutocnost, Ze sme Struktiru *R nad mnozinou hyperredlnych ¢isel *R zostrojili ako
ultramocninu *R = R! / D struktiry R nad mnozinou realnych cisel R, nehrala totiz
v na$ich tivahach nijako doélezitti tlohu. Doélezity bol iba fakt, ze struktara *R je ele-
mentarnym rozsirenim struktary R, a intuicia a nazorné predstavy spojené s pojmami
nekone¢ne malych a nekonec¢ne velkych ¢isel. Konstrukcia ultramocniny im poskytla iba
akusi pociatoc¢nu oporu tym, ze ich tak povediac ,zlegalizovala“ v ramci univerza mnozin,
ktoré sme si zvykli povazovat za svet prakticky celej sicasnej matematiky.
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8.6 Veta o kompaktnosti v jazyku ultraproduktov

Nas povodny dokaz Vety 4.9.1 o kompaktnosti vychadzal z Vety 4.8.6 o uplnosti a bol
nekonstruktivny v tom zmysle, ze nedaval ziadny navod, ako mozno z modelov kone¢nych
podtedrii danej tedrie prvého radu T zostrojit model samotnej teérie T'. Nasledujica
veta ndm poskytuje isti predstavu o takejto konstrukcii. Treba si vSak uvedomit, Ze
nehlavné ultrafiltre nevieme explicitne popisat a axiémy tedrie mnozin ndm zarucuju
iba ich existenciu, preto ,konstruktivnost“ dokazu nasledujtcej vety zostéava aj nadalej
znacne iluzérna.

8.6.1 Veta o kompaktnosti. Nech X je mnozina sentencii jazyka L uzavretd vzhladom
na konecné konjunkcie a pre kazdé o € X nech A, je struktira jazyka L takd, Ze A, F 0.
Potom existuje ultrafilter D na mnozine X' taky, Ze

[T A /pFz

oeX

Dékaz. Pre kazdé o € X oznacime J, = {p € ¥: A, F o}. Zrejme mnozina J,, N
...N J,, obsahuje formulu o1 A ... A o,, takze {J,: 0 € X} je centrovany systém
podmnozin mnoziny Y. Preto existuje ultrafilter D na Y taky, ze J, € D pre kazdé

o € 2. Dokazeme, ze
IT 4. / DEo
oeX

pre Tubovolné o € Y. Staci si uvedomit, ze
o) ={oeX: A, Fo}=J,€D
Pozadovany zaver vyplyva z Losovej vety 8.4.1.

8.7 Elementarna ekvivalencia a ultramocniny

Préave dokadzana verzia Vety o kompaktnosti umoznuje charakterizovat vztah elemen-
tarnej ekvivalencie Struktir prostrednictvom elementarnej vnoritelnosti jednej z nich do
ultramocniny druhej z nich.

8.7.1 Veta. Nech A, B su Struktury jazyka L. Potom A = B prdve vtedy ked existuje
ultramocnina AI/D Struktury A a elementdrne vnorenie h: B =, AI/D.

Doékaz. Nech A = B. Polozme X = Th(Bpg). Zrejme X' je mnozina sentencii jazyka Lp
uzavretd na konecné konjunkcie. Lubovolné o € X' méa tvar ¢(by,...,b,) pre vhodni
formulu ¢(z1,...,2,) jazyka L a by,...,b, € B. Potom B F ¢(b1,...,b,), a kedze
A = B, tak aj

AE (Fzy, .. xn)p(z, ... 20)

Nech g,: B — A je zobrazenie také, Ze pre strukttru A, = (A, gg(b))beB jazyka Lp
plati
AE @(9o(b1),- -+, 9o (bn))
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t.j. A, E 0. Podla Vety 8.6.1 o kompaktnosti existuje ultrafilter D na X taky, Ze

[[4. /=

oceX

Potom zuzenie tohto ultraproduktu do jazyka L je ultramocnina AE/ D a zobrazenie
h: B — A*/D, dané predpisom h(b)(c) = g,(b) pre b € B, o0 € X, je elementarnym
vnorenim B —» A¥ /D.

Obratena implikécia je trividlna.

Poznamenajme, Ze prostriedkami presahujicimi rdmec nésho kurzu mozno dokazat
a] podstatne silnejsi vysledok.

8.7.2 Keislerova-Shelahova veta. Nech A, B su struktiry prvého radu. Potom A = B
prave vtedy ked existuje mnozina I a ultrafilter D na I také, ze Al / D= B! / D.

8.8 Charakterizacia axiomatickych a kone¢ne axiomatizovatelnych tried

Triedu vSetkych Struktar jazyka L oznacujeme Mod(L). Ak T je tedria v jazyku L, tak
triedu vsetkych jej modelov oznac¢ujeme Mod(T), teda

Mod(T) = {A€ Mod(L): AET}

Hovorime, ze trieda K C Mod(L) strukttar jazyka L je aziomatickd trieda, ak existuje
tedria T' v jazyku L taka, ze K = Mod(T'). Hovorime, Ze trieda K struktur jazyka L je
konecne axiomatizovatelnd, ak existuje koneénd teéria v jazyku L taka, ze K = Mod(T).

Teoriou triedy K C Mod(L) nazyvame mnozinu Th(K) vSetkych uzavretych formiul
jazyka L splnenych v kazdej Strukture A € K, teda

Th(K) = {¢ € Form(L): ¢ je uzavretd a (VA € K)(AF ¢)}

Nasledujice dve vety charakterizuju axiomatické a konecne axiomatizovatelné triedy
v terminoch ich uzavretosti vzhladom na vztahy izomorfizmu, elementarnej ekvivalencie
resp. elementarnej podstruktary a konstrukciu ultraproduktu.

8.8.1 Veta. Nech K je lubovolnd trieda Struktiur jazyka L. Nasledujice podmienky si
ekvivalentné:

(i) K je axiomatickd trieda.

(ii) K je uzavretd vzhladom na izomorfizmus, elementdrne podstruktiry a ultraprodukty.
(iii) K je uzavretd vzhladom na elementdrnu ekvivalenciu a ultraprodukty.

Doékaz. (i) = (ii) je trivalne, (ii) = (iii) vyplyva z predchadzajicej Vety 8.7.1. Zostava
dokazat jedine (iii) = (i).

Nech K je uzavreta vzhladom na elementarnu ekvivalenciu a ultraprodukty. Polozme
T = Th(K). Zrejme K C Mod(T). Dokdzeme obratent inklaziu. Nech B € Mod(T).
Potom X = Th(B) je mnozina uzavretych formul jazyka L uzavretd na koneéné kon-
junkcie. Taktiez pre kazdé o € X existuje A, € K také, ze A, F 0. V opa¢nom pripade
by totiz platilo =0 € T, a preto B E —o. Podla Vety 8.6.1 o kompaktnosti potom existuje
ultrafilter D na mnozine X taky, Ze [ . As /D F X, teda [[ A, /D = B. Preto B € K.
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8.8.2 Veta. Nech K je lubovolnd trieda Struktiur jazyka L. Nasledujice podmienky si
ekvivalentne:
(i) K je konecne axiomatizovatelnd trieda.
(ii) K aj Mod(L) \ K st aziomatické triedy.
(iii) K je axiomatickd trieda a trieda Mod(L)\K je uzavretd vzhladom na ultraprodukty.

Dokaz. (i) = (ii) je takmer o¢ividna. Ak je totiz K konecne axiomatizovatelna trieda, tak
existuje uzavretd L-formula o (univerzélny uzaver konjunkcie vSetkych axiém definuji-
cich triedu K) také, ze K = Mod(o). Potom pre doplnok K’ = Mod(L) \ K triedy K v
triede vSetkych L-struktur plati K’ = Mod(—0), ¢ize aj K’ je koneéne axiomatizovatelna
trieda.

Nakolko (ii) = (iii) je trividlne, dokdzeme uz len (iii) = (i). Ozna¢me X = Th(K).
Zrejme X' je mnozina sentnecii jazyka L uzavretd na konecéné konjunkcie. Kedze K je
axiomaticka trieda, plati K = Mod(Y'). Dokazeme, Ze existuje o € X také, ze K =
Mod(o). V opa¢nom pripade by pre kazdé o € X existovala struktura A, € K’ takd, ze
A, E 0. Podla Vety 8.6.1 o kompaktnosti existuje ultrafilter D na mnozine X taky, Ze
[Tyes As/D E X, ¢ize []As /D € K. Nakolko trieda K’ je uzavreta na ultraprodukty,

zaroven plati H.AU/D € K/, ¢o je spor.

8.8.3 Uloha. Nech S, T st tedrie (ktorych axiémy st uzavreté formuly) v jazyku L a
J, K st triedy L-struktur.
(a) Dokazte nasledujuce vztahy:

S CT = Mod(T) C Mod(S) T C Th(Mod T)
J CK = Th(K) C Th(J) K C Mod(ThK)

(b) Odvodte z (a) rovnosti
Mod(Th(Mod T))) = Mod(T) Th(Mod(ThK)) = Th(K)

(c) Dokazte, ze mnozina Th(Mod T') pozostava prave zo vSetkych uzavretych L-formul
o takych, ze T+ .

(d) Dokéazte, ze Mod(ThK) je najmensia axiomaticka trieda M C Mod(L) taka, ze
K C M.

(e) Dokazte, ze trieda Mod(Th K) pozostava prave zo vSetkych L-Struktir B, ktoré st
izomorfné s elementarnymi podstruktirami ultraproduktov vsetkych moznych systémov
(Az’)iel struktar A; € K.



153
VYBRANA LITERATURA

B. Balcar, P. Stépanek [2000], Teorie mnoZin, Academia, Praha (2. vyd.).

J. Barwise (ed.) [1977], Handbook of Mathematical Logic, North-Holland, Amsterdam-
New York-Oxford.

L. Bukovsky [1985], Mnoziny a vselico okolo nich, Alfa, Bratislava.

C. C. Chang, H. J. Keisler [1990], Model Theory, Studies in Logic and the Foundations
of Mathematics, Elsevier, North Holland, Amsterdam (3" ed.).

V. Cechak, K. Berka, I. Zapletal [1981], Co vite o moderni logice, Horizont, Praha.

J. W. Dauben [1979], Georg Cantor: His Mathematics and Philosophy of the Infinite,
Harvard University Press, Cambridge, Mass.

M. Davis (ed.) [1965], The Undecidable. Basic Papers on Undecidable Propositions,
Unsolvable Problems and Computable Functions, Raven Press, Hewlett, N.Y.

M. Davis [1977], Applied Nonstandard Analysis, John Wiley & Sons, New York —London.

M. Davis [2018], Pragmatic Platonism, Mathematics and the Infinite, in G. Hellman,
R. T. Cook (eds.), Hillary Putnam on Mathematical Logic, Springer-Verlag, Cham
(Switzerland), pages 145-159; https://www.researchgate.net/publication /329449494

M. Davis [2005], What Did Gédel Believe and When Did He Believe It? Bull. Symbolic
Logic 11, 194-206; https://www.jstor.org/stable/15567497seq=1

H.-D. Ebbinghaus, J. Flum [1999], Finite Model Theory, Perspectives in Mathematical
Logic, Springer, Berlin — Heidelberg — New York (2°¢ ed.).

H. B. Enderton [1977], Elements of Set Theory, Aacademic Press, New York.

H. B. Enderton [2001), A Mathematical Introduction to Logic, Academic Press, New
York (24 ed.).

S. Feferman [2006], The Impact of the Incompleteness Theorems on Mathematics, Notices
Amer. Math. Soc. 53 (April), 434-439;
https://www.ams.org/notices/200604/fea-feferman.pdf

T. Franzen [2005], Gddel’s Theorem: An Incomplete Guide to Its Use and Abuse, A K Pe-
ters, Wellesley, Mass.

H. Gaifman, What Godel’s Incompleteness Result Does and Does Not Show;
https://pdfs.semanticscholar.org/lefb/5896951d8c20984{558c1e4ab4d6d029143d.pdf

R. Goldblatt [1998], Lectures on the Hyperreals. An Introduction to Nonstandard Anal-
ysts, Springer-Verlag, New York.

M. Hills, F. Loeser [2019], A First Journey through Logic, Student Mathematical Library
vol. 89, Amer. Math. Soc., Providence, Rhode Island.

W. Hodges [1993], Model Theory, Cambridge University Press, Cambridge —New York.

W. Hodges [1997], A Shorter Model Theory, Cambridge University Press, Cambridge —
New York.

T. Jech [1978], Set Theory, Academic Press, New York.



154

J. Kolai, O. Stepankova, M. Chytil [1989], Logika, algebry a grafy (Kap. 2. Vyrokova
logika, Kap. 3. Predikatova logika), SNTL, Praha.
W. Kneale, M. Kneale [1984]|, The Development of Logic, Clarendon Press, Oxford.

V. Kolman [2008], Filosofie ¢isla. Zaklady logiky a aritmetiky v zrcadle analytické filo-
sofie, FILOSOFIA — Nakladatelstvi Filosofického tstavu AV CR, Praha.

V. Kolman, V. Puncéochai [2015], Formy jazyka: Uvod do logiky a jeji filosofie, Filosofia,
Praha.

Yu. I. Manin [2010], A Course in Mathematical Logic for Mathematicians, Graduate
Texts in Mathematics, Springer, New York — Heidelberg — London (2" ed. with collabo-
ration by B. Zilber).

D. Marker [2002], Model Theory, An Introduction, Graduate Texts in Mathematics,
Springer, New York —London.

E. Mendelson [1964], Introduction to Mathematical Logic, D. Van Nostrand, Princeton,
New Jersey.

P. Raatikainen [2020], Gddel’s Incompleteness Theorems, Stanford Encyclopedia of Phi-
losophy; https://plato.stanford.edu/entries/goedel-incompleteness/

G. Restall [2005], Logic, An Introduction, Routlege, Taylor & Francis Group, London —
New York.

A. Robinson [1963], Introduction to Model Theory and to the Metamathematics of Al-
gebra, North-Holland, Amsterdam.

A. Robinson [1966], Non-Standard Analysis, North-Holland, Amsterdam.

J. R. Shoenfield [1967], Mathematical Logic, Addison-Wesley, Reading, Mass.; reprinted
by Assoc. Symb. Logic, Urbana, Illinois and A K Peters, Natick, Mass. 2001.

P. Smith [2013], An Introduction to Gddel’s Theorems, Cambridge University Press,
Cambridge — New York.

R. M. Smullyan [1992], Gddel’s Incompleteness Theorems, Oxford University Press, Ox-
ford—New York.

R. M. Smullyan [2014], A Beginner’s Guide to Mathematical Logic, Dover Publications,
New York.

R. M. Smullyan [2017], A Beginner’s Further Guide to Mathematical Logic, World Sci-
entific, Singapore.

A. Sochor [2001], Klasickd matematickd logika, Univerzita Karlova, Nakladatelstvi Karo-
linum, Praha.

A. Sochor [2011], Logika pro vsechny ochotné myslet, Univerzita Karlova, Praha.

T. Salat, J. Smital [1986], Tedria mnozin, Alfa, Bratislava.

P. Stépanek [1982], Matematickd logika, skriptd MFF UK, SPN, Praha.

V. Svejdar [2002], Logika — netplnost, sloZitost, nutnost, Academia, Praha.

A. Tarski [1965], Introduction to Logic and to the Methodology of Deductive Sciences,
Oxford University Press (3'¢ ed.); ¢esky preklad Uvod do logiky a metodologie deduk-
tivnich véd, Academia, Praha 1966.



155

J. van Heijenoort (ed.) [1967], From Frege to Gédel. A Source Book in Mathematical
Logic, 1879-1931, Harvard University Pres, Cambridge, Mass.

P. Vopénka [2000], Uhelny kdmen evropské vzdélanosti a moci. Souborné vyddni rozprav
s geometrii, Prah, Praha.

P. Vopénka [2004], Vypravéni o krdse novobarokni matematiky. Souborné vyddni rozprav
o teorit mnozin, Prah, Praha.
Hao Wang [1987], Reflections on Kurt Gédel, MIT Press, Cambridge, Mass.

Hao Wang [1996], A Logical Journey: From Gddel to Philosophy, MIT Press, Cambridge,
Mass.

R. Zach [2003], Hilbert’s Program, Stanford Encyclopedia of Philosophy;
http://plato.stanford.edu/archives/fall2003 /entries/hilbert-program/(2003)

P. Zlatos [1995], Ani matematika si nemoze byt istd sama sebou. Uvahy o mnoZindch,
nekonecne, paradoroch a Gadelovych vetdch, IRIS, Bratislava;
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/animat /animat.pdf

P. Zlatos [1999], O dobrom usporiadani a axiome vyberu I, Obzory matematiky, fyziky
a informatiky, 58, 1-9.

P. Zlatos [2000], O dobrom usporiadani a axiome vyberu II, Obzory matematiky, fyziky
a informatiky, 1, 14-24.



